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Introduction

Les représentations des groupes classiques en caractéristique zéro ont été étu-
diées tout au long du vingtiéme siécle, et on peut considérer qu’elles sont bien
comprises depuis deux décennies. Les premiers résultats significatifs sont obtenus
par Schur qui donne en 1901 la description des représentations polyndomiales du
groupe linéaire (cf. [20]). En 1925, Weyl démontre la formule des caractéres qui
porte son nom, formule dont on pourrait croire qu’elle met un point final a ’étude
des représentations. Elle ne donne cependant pas une construction vectorielle des
représentations irréductibles. En outre on souhaiterait exprimer les dimensions des
sous-espaces de poids, qui sont des nombres entiers positifs, comme le cardinal d’un
ensemble (en occurrence, un ensemble de tableaux sur un diagramme de Young)
plutot que comme une somme de quantités positives et négatives. En 1946 parait
le livre de Weyl “Les groupes classiques” [44], dans lequel il utilise les paires duales
pour construire explicitement les représentations irréductibles des groupes linéaires,
symplectiques et orthogonaux. A la méme époque, on sait décrire les caractéres ir-
réductibles du groupe linéaire a I'aide de tableaux semi-standards. Il faut attendre
1962 (Zhelobenko [48]) pour obtenir une combinatoire analogue pour le groupe sym-
plectique et 1983 (King [28]) pour le groupe orthogonal. On dispose également de
la formule de Littlewood-Richardson pour décomposer les produits tensoriels des
représentations irréductibles, formule énoncée dans les années trente pour le groupe
linéaire et démontrée pour tous les groupes classiques a la fin des années quatre-vingt
par Littelmann [32].

La situation est beaucoup moins favorable en caractéristique p, mais des progrés
sensibles ont été accompli ces derniéres années, en particulier grace a la conjecture de
Lusztig [35]. Celle-ci exprime le caractére des modules simples comme une combinai-
son linéaire explicite de caractéres de modules de Weyl, pourvu que p soit supérieur
ou égal au nombre de Coxeter de G. Andersen, Jantzen et Soergel [1] ont montré que
pour un systéme de racines fixé, la conjecture est vraie pour p suffisamment grand,
mais sans borne explicite. L’emploi couplé des modules basculants et des paires
duales de groupes a également permis des avancées notables pour le groupe linéaire
(Mathieu et Papadopoulo [37], Mathieu [38]) et le groupe symétrique (Mathieu [38],
Erdmann [14]). Nous appliquons cette derniére méthode aux groupes G = Sp(2m),
SO(2m), SO(2m + 1), Spin(2m) et Spin(2m + 1) définis sur la cloture algébrique
d’un corps fini de caractéristique p, le cas p = 2 se présentant uniquement pour le
groupe symplectique. Nous en déduisons le caractére de certaines représentations
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INTRODUCTION

rationnelles irréductibles sur ce méme corps. On obtient notamment des formules de
caractéres non couvertes par la conjecture de Lusztig, et on a des résultats particu-
lierement précis pour les représentations de plus haut poids un poids fondamental
ou une somme de deux poids fondamentaux.

Avant de détailler le plan de cette thése, il nous faut expliquer la démarche
suivie. On désigne par K le corps de base qui est, suivant le contexte, le corps des
nombres complexes ou la cloture algébrique d'un corps fini de caractéristique p. Le
groupe classique G est défini sur K et les représentations rationnelles considérées
sont des espaces vectoriels de dimension finie sur K. On emploie indifféremment
les termes “représentation (irréductible) de G” et “G-module (simple)”. Les deux
outils principaux de cette thése sont la théorie des paires duales et celle des modules
basculants, théories dont nous mentionnons maintenant quelques points essentiels.

Soit Gaux un groupe classique auxiliaire et soit M un G X G,-module tels que
I’algébre des endomorphismes de M commutant a I’action de G soit engendrée par
Paction de G« et vice-versa. Le module M est ce qu’on appelle une (G, G,ux) paire
duale au sens de Howe [22]. Rappelons rapidement la théorie des paires duales en
caractéristique zéro. Il existe une correspondance bijective ¢, entre certaines repré-
sentations irréductibles de G et de Gaux. Si L est une représentations irréductible
de G apparaissant dans M, la représentation irréductible ¢y, (L) est caractérisée par
le fait que L ® ¢p(L) est un facteur direct de M, et on montre que ce facteur est
sans multiplicité. Ainsi la dimension de L est la multiplicité de ¢y (L) dans M vu
comme Gy-module. Cette dualité échange donc les dimensions et les multiplicités.
En caractéristique p, le G X Gau-module M ne peut pas s’écrire comme somme
directe de représentations irréductibles, mais on montre qu’on a toujours une cor-
respondance bijective ¢,; entre les facteurs de composition du G-module M et les
facteurs directs indécomposables du G,.-module M, et la dimension de L est la
multiplicité de ¢p(L) comme facteur direct du Gy-module M. Cette multiplicité
est en général difficile & calculer.

Dans notre cas, les facteurs indécomposables de M sont basculants, et sous 'ac-
tion de Gau, M s’écrit comme une puissance tensorielle de I'algébre extérieure de
la représentation naturelle de G,u. 1l s’agit donc de comprendre la décomposition
de ces produits tensoriels en somme directe de G, -modules basculants indécompo-
sables. Les modules basculants d'un groupe algébrique ont été introduits au début
des années quatre-vingt-dix par Donkin [13]. Cette catégorie de modules jouit de pro-
priétés remarquables, elle est notamment stable par produit tensoriel et les modules
basculants indécomposables sont paramétrés par les poids dominants du groupe. On
dispose en outre de la formule modulaire de Verlinde (Mathieu et Georgiev [18]) qui,
sous certaines conditions, donne une décomposition partielle des produits tensoriels
de modules basculants indécomposables. Cette formule fait intervenir le groupe de
Weyl affine, ainsi que les constantes de Kostant qui décrivent la décomposition ana-
logue en caractérisque zéro. Si on revient a la paire duale M, on est ainsi amené
a étudier la décomposition des produits tensoriels des puissances extérieures de la

vi



INTRODUCTION

représentation naturelle de G, en caractéristique zéro, pour en déduire les multipli-
cités des modules basculants qui sont facteurs directs de M. On obtient finalement
les dimensions et le caractére de certaines représentations irréductibles de G en ca-
ractéristique p.

Dans le premier chapitre, on rappelle la définition et les propriétés bien connues
de l'algébre de Clifford. On fait aussi quelques rappels sur les groupes classiques et
leurs représentations, en particulier pour les groupes non connexes. On mentionne
enfin, lorsque K = C, une formule de caractére sur la seconde composante connexe
des groupes orthogonaux pairs.

Au second chapitre, on suppose K = C, on considére le groupe G,.x = Sp(2n),
Spin(2n + 1), Pin(2n), O(2n) ou O(2n + 1) et on calcule la décomposition des pro-
duits tensoriels A'V ® L(f), ou [ est un poids dominant de Gauy et V est la re-
présentation naturelle de G, . Ces décompositions s’expriment en termes de boites
ajoutées et retranchées au diagramme de Young de 3. On traduit ensuite cette dé-
composition en termes de tableaux sur des diagrammes gauches.

Le troisiéme chapitre débute par un rappel de quelques résultats fondamentaux
sur les représentations en caractéristique p. On signale notamment le role essentiel
joué par le groupe de Weyl affine, et on énonce la conjecture de Lusztig. Puis nous
exposons briévement la théorie des modules basculants pour les groupes algébriques
et la formule modulaire de Verlinde. Ces résultats sont ensuite appliqués aux groupes
classiques.

Au quatriéme chapitre, on étudie cinq paires duales décrites par Adamovich et
Rybnikov [2]. On commence par une discussion en caractéristique zéro pour éclairer
la suite. Puis on construit la correspondance ¢ mentionnée ci-dessus, et on montre
que les dimensions des sous-espaces de poids des G-modules simples sont des multi-
plicités, comme facteurs directs, de G,.-modules basculants indécomposables dans
des produits tensoriels de puissances extérieures de la représentation naturelle de
Gaux-

Le cinquiéme chapitre réalise la synthése des chapitres 2 et 4 et prépare le chapitre
suivant. On y retrouve les formules de caractéres des groupes classiques en caracté-
ristique zéro, exprimées a ’aide de G-tableaux sur des diagrammes de Young, telles
qu’elles sont formulées par Proctor [40], et on démontre aussi la formule de caractére
pour les groupes orthogonaux pairs signalée au premier chapitre.

Les chapitres qui suivent rassemblent de nombreux résultats nouveaux, on dé-
taille donc leur contenu.

Dans le sixiéme chapitre, on trouve des formules de caractéres en caractéristique
p en termes de G-tableaux. On commence par énoncer des formules simples lorsque
le plus haut poids est un poids fondamental soumis & une certaine condition. Si
G = Sp(2m), on a ainsi une nette amélioration d’un résultat de Gow [19]. On
retrouve également un théoréme de Suprunenko et Zalesskii [42]. Puis on donne des
formules s’appliquant a des poids dominants plus généraux. L’intérét principal de ces
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formules est qu’elles sont valables méme si la caractéristique est inférieure au nombre
de Coxeter, pourvu que le plus haut poids satisfasse la condition rappelée dans les
tableaux page ix. On est donc en dehors du domaine de la conjecture de Lusztig.
On mentionne également la stabilité, en un certain sens, des formules obtenues.

Le septiéme chapitre est consacré aux représentations irréductibles de plus haut
poids un poids fondamental ou une somme de deux poids fondamentaux. On exploite
dans ce chapitre la connaissance précise qu’on a des modules basculants de SL(2),
connaissance qui s’exprime de maniére commode a I'aide de séries génératrices. On
obtient plusieurs expressions pour la dimension des représentations irréductibles,
sans les restrictions du chapitre précédent sur le plus haut poids. On obtient aussi des
formules donnant le caractére de la représentation quand G = Sp(2m), Spin(2m + 1)
ou Spin(2m), et on en trouvera d’autres au chapitre suivant. On conclut le chapitre
en déterminant le comportement asymptotique des dimensions, a p fixé, lorsque le
rang du groupe tend vers U'infini.

Enfin, au dernier chapitre, on considére les modules de Weyl de plus haut poids
un poids fondamental (resp. la somme d’un poids fondamental et du plus haut poids
de la représentation spin) lorsque G = Sp(2m) (resp. Spin(2m + 1) ou Spin(2m)).
Aprés avoir rappelé la description de leurs facteurs de composition, on décrit en
termes élémentaires, parmi ces modules de Weyl, ceux qui sont simples (pour le
groupe spécial linéaire ou le groupe orthogonal, les modules de Weyl de plus haut
poids un poids fondamental sont simples, cf. [47]). Puis on exprime le caractére des
modules simples de plus haut poids un poids fondamental (resp. la somme d’un poids
fondamental et du plus haut poids de la représentation spin) comme une somme al-
ternée de caractéres de modules de Weyl, ce qui précise un énoncé obtenu au chapitre
précédent. On conclut ce chapitre par un résultat concernant les modules simples de
SL(2) : on reformule la description des facteurs de composition des modules de Weyl
obtenue par Carter et Cline [8], et on en déduit le caractére des modules simples
comme une somme alternée de caractéres de modules de Weyl.

Les tableaux figurant sur la page ix donnent, pour chaque groupe classique,
la condition que doit vérifier le plus haut poids A pour qu’on puisse déterminer
le caractére et/ou la dimension du module simple L(\) de plus haut poids A. On
indique également les théorémes correspondants.

Soit m le rang du groupe G. On note +eq,...,+e,, les poids non nuls de la
représentation naturelle de G. Pour tout [ > 1 on pose §; = 1 + --- + &. Si
G = Sp(2m), les poids §2; sont les poids fondamentaux. Si G = Spin(2m + 1) ou
SO(2m + 1) et [ # m, ; est un poids fondamental. Si G = Spin(2m) ou SO(2m) et
I # m,m—1, ) est un poids fondamental. Dans I'expression €;, +- -+, , I'entier
n est toujours supposé strictement plus grand que 1 et 27 > 19 > -+ > 4.
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Sp(2m)

ch L(Qy, + -+ Q;,) avec ip_q1 + i, > 2(m+n+ ?) 1
théoréme 6.12

ch L(E2Q,, + Q1) et ch L(E€,) avec p impair
théoréme 6.3, résultat obtenu par Suprunenko et Zalesskii [42]

ch L(§Y) avec I >m+2—p
théoréme 6.1, amélioration d’un résultat de Gow [19]

ch L(£2;) pour tout !
proposition 7.24, théoréme 7.26, corollaire 7.29, proposition 7.31 et
théoréme 8.16

Spin(2m + 1)

ch L{wy + Qi 4+ + Q) avec i, > m+n+ 52
théoréme 6.13

ch L{ws + Q) avec I > m + 52
théoréme 6.7

ch L(wy + ) pour tout [
proposition 7.23, théoréme 7.26, corollaire 7.29, proposition 7.31 et
théoréme 8.16

Spin(2m)

ch L(wy + Q) + -+ Q) avec i, > m +n+ L
théoréme 6.14

ch L{ws 4+ Q) avec I > m + 2
théoréme 6.8

ch L(wy + ) pour tout [
proposition 7.23, théoréme 7.26, corollaire 7.29, proposition 7.31 et
théoréme 8.16

SO(2m + 1)

ch L(Q, + -+ +Q;,) avec iy +1i, > 2(m+n+52) —2etn >3
théoréme 6.15

ch L(Q + ) avec k+1>2m+3 —p
théoréme 6.9

dim L(€y, 4+ €;) pour tous k et [
proposition 7.31

SO(2m)

ch L(Q, + -+ + Qi) avec iy + i, > 2(m+n+52) —3etn >3
théoréme 6.15

ch L(Q 4+ ) avec k+1>2m+2—p
théoréme 6.10

dim L(€, 4+ ;) pour tous k et [
proposition 7.31
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Chapitre 1

Algébre de Clifford et groupes
classiques

Soit K = C ou I[*Tp. Avant de rentrer dans le vif du sujet, il nous faut décrire les
différents groupes, définis sur K, que nous allons rencontrer. Certains d’entre eux
sont des revétements de groupes orthogonaux, et 1'algebre de Clifford permet de les
étudier commodément. On commence donc par rappeler les propriétés de base de
cette algébre, en particulier la réalisation du groupe spin comme sous-groupe du
groupe des éléments inversibles de 'algébre. On décrit ensuite les modules simples
de 'algébre de Clifford, qui jouent un réle important dans la construction des paires
duales au chapitre 4.

Pour les groupes symplectiques, spéciaux orthogonaux et spin, on explicite un
tore maximal et un sous-groupe de Borel le contenant, ainsi que le systéme de racines
associé. On rappelle aussi comment construire, en caractéristique zéro, les représen-
tations irréductibles de plus haut poids un poids fondamental a ’aide des puissances
extérieures de la représentation naturelle du groupe. Pour les groupes classiques non
connexes, on définit les analogues des tores, poids, etc. et on rappelle comment
obtenir leurs représentations irréductibles via la théorie de Clifford. On termine en
détaillant la situation dans le cas du groupe orthogonal pair.

On notera que les résultats de ce chapitre sont valables en toute caractéristique,
sauf mention explicite du contraire, la caractéristique 2 n’étant considérée que dans
le cas du groupe symplectique. On remarquera aussi que les différents groupes uti-
lisés dans ce chapitre sont paramétrés par la lettre r, alors que dans les chapitres
suivants le paramétre sera n, ou m, ou les deux. On aura en effet a considérer des
paires (G1(m), G2(n)) de groupes, ¢’est pourquoi on choisit dans ce chapitre la lettre
“neutre” r.

1.1 L’algebre de Clifford

Le lecteur trouvera toutes les propriétés mentionnées ici et bien d’autres résultats
dans l'ouvrage de Chevalley [10]. Il pourra aussi consulter 7], [17] et [33] pour les
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CHAPITRE 1. ALGEBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

propriétés spécifiques a la caractéristique zéro.

Définition 1.1 Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K. Une forme
quadratique q sur V' est une application de V dans K telle que :

1. gq(av) = a*q(v) pour tousa € K etv € V.
2. Uapplication b : V x V. — K définie par b(v,w) = q(v 4+ w) — q(v) — q(w) est
bilinéaire.
La forme bilinéaire b est appelée la polarisation de q.

On rappelle qu'un sous-espace vectoriel W de V' est dit totalement isotrope si la
restriction de g a W est nulle, et ¢ est dite non dégénérée si sa polarisation est non
dégénérée.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme quadratique gq.
L’algébre de Clifford (Cliff(V'),4) est la donnée d’une algébre unitaire ClLff(V') et
d’une application linéaire i : V — CIliff (V) telle que i(v)* = ¢(v).1 pour tous v € V.
En outre on demande que ’algébre de Clifford soit universelle pour cette propriété :
si E/ est une algebre unitaire et si j : V' — E est une application linéaire telle que
j(v)? = q(v).1 pour tous v € V, alors il existe un unique homomorphisme d’algébres
k: Cliff(V) — E tel que j = koi, ce qu’on représente par le diagramme commutatif
suivant. .

J

V E

Cliff (V)

On a clairement la régle de commutation i(v)i(w) + i(w)i(v) = b(v, w).1 pour tous
v,w € V. Remarquons que dans la littérature, on trouve aussi la formule i(v)? =
—q(v).1 dans la définition de I'algébre de Clifford, et on passe d’une convention &
I’autre en remplacant partout g par —q.

On construit Cliff(V') en quotientant 'algébre tensorielle T'(V') de V' par I'idéal
bilatére I engendré par les v®@v—q(v).1 (v € V), et 'application i est la composée de
I'inclusion V' C T'(V) et de la projection naturelle 7'(V') — CIliff (V). En particulier
Cliff (V') est engendrée par i(V'). L’idéal I est engendré par des éléments de degré
pair, ce qui munit Cliff(V) d’une structure d’algeébre graduée sur Z/2Z. On note
Cliff . (V') la partie paire de Cliff(V'), c’est-a-dire le sous-espace engendré par les
produits d’un nombre pair d’éléments de (V). On a aussi une filtration naturelle
sur Cliff(V'), héritée de I’algébre tensorielle de V', et on montre que I'algébre graduée
qui s’en déduit est isomorphe a I'algébre extérieure de V. Ceci implique la proposition

Proposition 1.2 Si (ey,...,e) est une base de V', alors les produits e;, .. .e;,, pour
tout k <l et tous iy < --- < iy forment une base de ClLff(V'). En particulier
Uapplication i est un plongement de V' dans CLff (V).

On convient de ne plus mentionner le plongement ¢ et on écrit simplement
VvV C Cliff(V). A Tl'aide de la propriété universelle, on construit trois involutions
remarquables de Cliff (V) que 'on décrit ci-dessous.
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1.1. L’ALGEBRE DE CLIFFORD

Définition 1.3 L’involution principale de Cliff (V') est ’automorphisme o de Cliff (V)
défini par la formule o(vy ... vy,) = (=1)*vy ... vy pour tous vy, ..., v, € V. L’antiau-
tomorphisme principal 3 de Cliff (V') est défini par la formule B(vy ... v) = vk ... 01
pour tous vi,...,vx € V. Enfin on appelle conjugaison [’antiautomorphisme x =

aof3=L0Foa.

Ezemple 1./ Supposons exceptionnellement que KX = R. Si V' est un espace vectoriel
de dimension 1, de base (i) et muni de la forme quadratique définie par ¢(i) = —1,
on a Cliff(V) = C et * est la conjugaison complexe. Si V' est un espace vectoriel
de dimension 2, de base (i,7) et muni de la forme quadratique définie par g(ai +
bj) = —a® — b2, Cliff(V) est l'algébre des quaternions et * est la conjugaison des
quaternions.

A partir de maintenant, la forme quadratique q est supposée non dégénérée.

On définit maintenant les groupes Spin(V) et Pin(V'), lorsque p est impair,
comme des sous-groupes de Cliff (V')*.

Définition 1.5 Soit Pin(V) = {s € Clff(V) | sB(s) = 1etsVst C V} et
Spin(V)) = Pin(V) N Cliff . (V). Le morphisme de groupes x : Pin(V) — GL(V)
défini par x(s)(v) = svs™! est appelée la représentation naturelle de Pin(V) (et de
Spin(V') par restriction,).

Notons que I'image de x est contenue dans le groupe O(V) car pour tout s €
Pin(V), on a g(x()(v), x(5)(1)) = (x(s)())* = (svs~1)? = sv?s~1 = sq(v,v)s~! =
q(v, ).

En caractéristique zéro, le groupe Spin(V') est le revétement universel, & deux
feuillets, du groupe spécial orthogonal SO(V'), et Pin(V') est un revétement non
connexe a deux feuillets du groupe orthogonal O(V'). En outre Spin(V') est un sous-
groupe d’indice deux de Pin(V'). C’est aussi vrai en caractéristique impaire, comme
le montre le théoréme ci-dessous.

Théoréme 1.6 Les morphismes de groupes x : Pin(V) — O(V) et x : Spin(V) —
SO(V') sont surjectifs de noyau {£1}.

La proposition qui suit donne une autre définition possible des groupes Spin(V')
et Pin(V), et elle implique en particulier que 'algébre Cliff (V') (resp. Cliff  (V')) est
engendrée par Pin(V) (resp. Spin(V')), car V' posséde des bases orthonormées en
caractéristique impaire lorsque g est non dégénérée.

Proposition 1.7 Le groupe Pin(V) est engendré par les v € V tels que v* = 1, et
Spin(V) est engendré par les produits vw avec v,w € V tels que v? = w? = 1.

On termine cette section en rappellant les théorémes bien connus qui fournissent
une construction explicite des modules simples de Cliff (V') (resp. Cliff  (V')) lorsque
V est de dimension paire (resp. impaire). On emploie la notation wy A- - -AW; A+ - -Awy,
qui signifie que le vecteur w; a été retiré du produit.
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CHAPITRE 1. ALGEBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

Théoréme 1.8 Soit V' de dimension paire. On considere une décomposition V =
W & W' avee W et W' totalement isotropes. L’algébre ClLiff(V') admet un unique
module simple, vectoriellement isomorphe 6 AW et sur lequel Cliff(V') agit comme
suit :

1. w e W agit sur AW par multiplication extérieure :
w-(wy A Awp) =wAwy A -+ ANw, pour tous wy, ..., w, € V.

2. w' € W’ agit sur AW par dérivation intérieure :
w e (wy A Aw) = S (=1)b(w wi)wy Ao A Wi+ A w, pour tous
wy,...,w, € V.

Théoréme 1.9 Soit V' de dimension impaire tel que V = Kxg ® N avec q(xg) # 0
et N lorthogonal de xy. Si on munit N de la forme quadratique —q(zo)q, on a un
isomorphisme d’algébres de Cliff(N) sur Cliff (V) qui envoie y sur xoy pour tout
ye N.

Remarquons que, comme K est algébriquement clos, I'algébre de Clifford de N
muni de la forme quadratique —q(x)q est isomorphe a l'algébre de Clifford de N
muni de la forme quadratique q.

1.2 Les groupes classiques connexes

Les notations de cette section s’inspirent de l'article d’Adamovich et Rybni-
kov [2], ainsi que du livre de Fulton et Harris [17].

Pour » € N,r > 1, on considére les groupes connexes suivants : Sp(2r), SO(2r),
SO(2r + 1), Spin(2r), Spin(2r 4+ 1). Soit G’ I'un de ces groupes et soit V' la repré-
sentation naturelle de G, munie de la forme bilinéaire alternée non dégénérée b ou
de la forme quadratique non dégénérée q. On note H un tore maximal, B un sous-
groupe de Borel contenant H, U son radical unipotent, B~ le sous-groupe de Borel
opposé a B, U~ son radical unipotent et W le groupe de Weyl de G. Soit P = X (H)
le groupe des caractéres de H et P' I'ensemble des poids dominants relativement
au sous-groupe de Borel B. Le paramétrage classique des G-modules simples en
caractéristique zéro s’étend en toute caractéristique.

Théoréme 1.10 (Borel-Weyl) Soit G un groupe algébrique simple connexe et P*
[’ensemble des poids dominants relativement a un sous-groupe de Borel. Pour tout
A € P, il existe une unique représentation irréductible de plus haut poids X\, notée
L(X), et toute représentation irréductible est isomorphe a un certain L(ju).

Décrivons briévement les choix de H, B, ... dans chaque cas a l'aide d’une
base convenablement choisie de V. Pour les trois premiers groupes qui suivent, et
relativement aux bases précisées ci-dessous, H est le sous-groupe des matrices dia-
gonales et B est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures. On désigne
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par diag(dy,...,d;) (k = dimV) la matrice diagonale dont, pour tout j, le coeffi-
cient a I'intersection de la ligne j et de la colonne j est d;. Pour tout 1 < j <1 on
définit le poids €; qui associe a toute matrice diagonale son coefficient d;. On décrit
également ci-dessous les puissances extérieures de la représentation standard de G
lorsque K = C (et aussi pour K de caractéristique p si G est un groupe orthogonal),
car elles jouent un role technique important dans la suite.

1.2.1 Groupe symplectique

Soit G = Sp(2r). On note (z1,...,2,,2_,...,2_1) une base de V telle que pour
tout 1 < i <n, —n < j < n, la forme bilinéaire alternée b vérifie b(z;, z;) = 1 si
t = —j et 0 sinon.

Une matrice diagonale diag(hq, ..., hy,h_p, ..., h_1) est dans H si et seulement
si hjh_; = 1 pour tout j.

Les racines positives (resp. simples) sont les (g, +¢;)1<i<j<r et les (g, —€;)1<icj<r
(resp. (&; — €it1)1<icr €t 2¢,). Les poids fondamentaux sont w; = e1,wy = €1 +

€2yev . Wp = &1+ -+ Ep.
”

Tout poids A s’écrit A = > A&, avec les \; entiers, et A est dominant si et
i=1
seulement si Ay > Ay > --- > A\, > 0. On associe a A € P le diagramme de Young

Y (A) avec A\; boites sur la premiére ligne, Ay boites sur la seconde ligne, etc.

A tout w € W, on associe une permutation o € S, telle que w(e;) = £eq(;).
Réciproquement, toute transformation de cette forme définit un élément de . Ainsi
W est un produit semi-direct de S, par (Z/2Z)".

Enfin en caractéristique zéro on a A"V = L(w;) ® L(w;_2) @ ... pour tout i < 7.

1.2.2 Groupe spécial orthogonal impair

Soit G = SO(2r +1). On note (z1,..., 2, 20, Z—, ..., 2-1) une base de V telle
que q(c,z, + -+ o2+ Cpzy) = ey + C10 g + R

Une matrice diagonale diag(hy, ho, ..., h., ho,h_., ..., h_1) est dans H si et seule-
ment si hyp = 1 et hjh_; = 1 pour tout j.

Les racines positives (resp. simples) sont les (¢, £¢;)1<i<;j<r et les (g;)1<i<, (resp.
(i —€i+1)1<i<r €t €,). Les poids fondamentaux sont w; = €1, wy = €1+¢€9,...,w,_1 =
E1+ e, wy =1(e1+ -+ ).

La description des poids, des poids dominants, des diagrammes de Young et du
groupe de Weyl est la méme que pour le groupe symplectique.

En caractéristique impaire ou nulle, on a L(w;) = A’V sii <ret L(2w;) = A"V :
ce résultat a été démontré par Wong [47], et on peut aussi simplement constater que
la démonstration de (|7], chapitre VI, paragraphe 5.4) reste valable en caractéris-
tique p.
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1.2.3 Groupe spécial orthogonal pair

Soit G = SO(2r). On note (z1,...,2p,2_4,...,2_1) une base de V telle que
q(crzr + - 4 cpzy) =crep -+ e .

Une matrice diagonale diag(hy,hs,..., Ay, h_p ... h_1) est dans H si et seule-
ment si hjh_; = 1 pour tout j.

Les racines positives (resp. simples) sont les (¢;£¢;)1<i<j<r (resp. (€; —€i41)1<i<r
et €,_1 +¢,). Les poids fondamentaux sont w; = €1,...,w,_ 9 =€1+ -+ &9, wW_ =
ser+—e)wp =1+ + ).

T
Tout poids A s’écrit A = > A&y, avec les \; entiers, et A est dominant si et

=1
seulement si Ay > Ay > --- > |\,]. On associe & A € P le diagramme de Young
Y () avec A\; boites sur la premiére ligne, Ay boites sur la seconde ligne, ..., ||
boites sur la ligne r.

Soit w € W et o € S, telle que w(e;) = £e,;). Alors le nombre de j < r tels
que w(ej) = —&4(;j) est pair, et réciproquement une telle transformation définit un
élément de W. Le groupe W est donc un produit semi-direct de S, par (Z/27Z) .

En caractéristique impaire ou nulle, on a L(w;) = A"V sii <r—1, L(w_+w,;) =
AV et L(2w,) ® L(2w_) = A"V, avec la méme justification que dans le cas
précédent.

1.2.4 Groupes spin

On considére les groupes Spin(V') avec dim V' = 2r ou 2r+ 1. Soit x : Spin(V) —
SO(V) la représentation naturelle de Spin(V'). Le tore et le sous-groupe de Borel
positif de Spin(V') sont les images réciproques par x de ceux de SO(V'). Un poids

A =Y Ne; de Spin(V) est dit entier (resp. demi-entier) si tous les \; sont dans Z
=1

i=
(resp. Z + 1). Tout poids de Spin(V) est entier ou demi-entier, et les poids entiers
sont identifiés aux poids de SO(V'). Lorsque A est dominant et demi-entier, on lui
associe le diagramme de Young Y () avec A; — % boites sur la premiére ligne, Ay — %
boites sur la seconde ligne, ..., |\,| — 1 boites sur la ligne r.

Il nous reste a définir la représentation spin S de Spin(V'). Si dim V' est paire,
notons S 'unique module simple de Cliff(V'). Comme Pin(V') engendre Cliff(V'), S
est une représentation irréductible de Pin(V'), et on verra dans la section suivante
qu’elle est somme directe de deux représentations irréductibles de Spin(V'), notées S
et S~. On peut expliciter ces deux représentations. Soient (21, ..., 2_1) la base définie
précédemment pour SO(V'), V_ le sous-espace de V engendré par (z_1,...,2_,) et
V., celui engendré par (zi,...,z2.). D’aprés le théoréme 1.8, S s’identifie & AV_, et
on montre que si on pose zr = z;; A---Az;, pour tout I = {iy,..., i} C{1,...,7},
alors 27 est de poids 5(—> .. ;&5 + > .o ;&;). On en déduit que la partie paire
®;A*V_ (resp. impaire ®&;A*1V_) de AV_ est la représentation ST (resp. S™) de
plus haut poids wy (resp. w_).
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Si dim V' est impaire, on note S 'unique module simple de Cliff . (V'), qui est aussi
une représentation irréductible de Spin(V'). Si on note V_ le sous-espace engendré
par (z_1,...,%,), S s'identifie & AV_, z; est de poids 3(— dje 1€tz 1Ei), et
S est la représentation de plus haut poids w, .

On peut se représenter les représentations spin comme des “racines carrées” de
I’algébre extérieure de V : si dim V est paire (resp. impaire), il est clair que S®? (resp.
S®2 @ S9?) et AV ont méme caractére, et elles sont en fait isomorphes (cf. [10]).

1.3 Groupes classiques non connexes

Pour ce chapitre, I'article de Digne et Michel [12]| ainsi que [7] sont de bonnes
références. Dans ce paragraphe, on considére G = Pin(2r), O(2r) ou O(2r 4+ 1), on
note G la composante neutre de G, et la composante connexe G \ G° est appelée
seconde composante connexe. On définit les analogues des sous-groupes usuels, on
décrit les représentations irréductibles de G et on conclut en rappelant une formule
donnant les caractéres irréductibles de O(2r) sur sa seconde composante connexe.

1.3.1 Sous-groupes remarquables

Il nous faut expliquer ce que nous appellerons tore, Borel, etc. Rappelons les
définitions suivantes de Digne et Michel. On fixe un groupe algébrique linéaire G
sur K.

Définition 1.11 [12] Soit H C B un couple formé d’un tore mazimal de G° et d’un
sous-groupe de Borel le contenant. On appelle “Borel” de G le groupe B, = Ng(B)
et “tore” de G le groupe H, = Ng(H, B).

Définition 1.12 [12] Un élément de G est dit quasi-semi-simple s’il induit par
conjugaison un automorphisme de G® qui stabilise un couple formé d’un tore mazi-
mal de G° et d’un sous-groupe de Borel le contenant.

Un élément de G est donc quasi-semi-simple si et seulement si il est dans un
“tore”. On montre (cf. [12]) que tout élément semi-simple de G est dans un “tore” de
G, et 'action par conjugaison de G est transitive sur les couples H, C B, formés
d’un “tore” et d’'un “Borel” de . Pour calculer le caractére d’une représentation
rationnelle de GG, on peut donc se restreindre a un “tore” particulier, ce qu’on fera
dans la derniére section du chapitre.

On définit un élément quasi-semi-simple o pour chacun des trois groupes Pin(2r),
O(2r) et O(2r + 1). Soit (z1,...,2-1) la base définie précédemment pour SO(2r) ou
SO(2r +1). Si G = O(2r), on note ¢ 1’élément d’ordre 2 de O(2r) \ SO(2r) défini
par o(z;) = z; pour tout i # +r et 0(z;) = z_; si i = £r. Si G = Pin(2r), o désigne
un élément de la seconde composante connexe de Pin(2r) tel que x(o) = o € O(2r),
X étant la projection canonique de Pin(2r) sur O(2r). Enfin Si G = O(2r + 1), on
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définit o par o(z;) = z; pour tout i # 0 et 0(z9) = —2o. Considérons le tore maximal
H et le sous-groupe de Borel B définis dans les paragraphes précédents. On voit
facilement que ce couple est stabilisé par o qui est donc quasi-semi-simple. On note
H, le “tore” engendré par H et o et B, le “Borel” engendré par B et 0. Notons que
le radical unipotent de B, est le méme que celui de B.

1.3.2 Représentations : théorie de Clifford

On étudie maintenant les représentations d’un groupe algébrique non connexe G
dont la composante neutre G° est un sous-groupe d’indice deux de G, en reprenant
les résultats énoncés dans |2| et [7]. Soit o un élément fixé de G\ G°. Lorsque G
est I'un des trois groupes classiques qui nous intéresse, o n’est autre que 1’ élément
quasi-semi-simple défini ci-dessus. A toute représentation M de G°, on associe la
représentation M, (M tordue par o) de GY définie par g - u = ogo~'u pour tous
g € G° et tous v € M. Notons que la représentation M, est indépendante du choix
de o puisque G est supposé d’indice deux dans G. A toute représentation N de
G, on associe la représentation No = N ® €2 de G, ou §2 est la représentation de
dimension 1 de G telle que tout g € G\ G? (resp. tout g € G°) agit par multiplication
par —1 (resp. agit trivialement). Ces deux opérations sont évidemment involutives
et transforment les représentations irréductibles en représentations irréductibles. En
outre il est évident que Res&N = Res&oNg et IndSeM = IndSo M, pour toutes
représentations M de G® et N de G.

Théoréme 1.13 (Clifford) 1. Si M est une représentation irréductible de G°
et M ~ M,, on a IndgoM = N® Nq, ot N est une représentation irréductible
de G telle que N % Nq et ResgoN =M.

2. Si N est une représentation irréductible de G et N % Ng, ResgoN est une
représentation irréductible M de G° telle que M ~ M, et IndgoM = N & Ng.

3. 8i M est une représentation irréductible de GV et M # M, InngM est une
représentation irréductible N de G tellle que N ~ Ngq et ResgoN =Me& M,.

4. St N est une représentation irréductible de G et N ~ Nq, on a ResgoN =
M @ M,, o M est une représentation irréductible de G telle que M % M,
et IndS M = N.

Le théoréme peut se reformuler en disant qu’on a une correspondance “une a
deux” et “deux a une” entre les représentations irréductibles de G et de G°.

Explicitons 'action de o sur les représentations de G° lorsque G = Pin(2r),
O(2r) ou O(2r + 1). Suivant le cas, G° est Spin(2r), SO(2r) ou SO(2r +1). On
voit facilement que si v est de poids A sous H, alors ov est de poids 7(\), ou
T(AMEr+ -+ NE—1HANE) = e+ g1 — A sSiGFEFOQ2r + 1), et 7
est I'identité si G = O(2r + 1). On en déduit que L(\), = L(7(\)) pour tout poids
dominant \ de G°. Autrement dit, 'action de o sur les représentations irréductibles
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de G° correspond a I'automorphisme du diagramme de Dynkin de G°. Remarquons
que lorsque G = O(2r) ou O(2r + 1),  n’est autre que le déterminant.

Appliquons maintenant le théoréme précédent au groupe non connexe H, : si A
est un poids de G° et 7(\) = ), on a une représentation irréductible de H, qui est
la droite de poids A ou o agit trivialement, et une autre représentation irréductible
de H. qui est la droite de poids A ou ¢ agit par multiplication par —1. Si A\ est
un poids de G et 7(\) # A, on a une représentation irréductible de H, qui est la
somme directe d’une droite de poids A et d’une droite de poids 7(\), o agissant par
permutation de ces droites. On obtient ainsi toutes les représentations irréductibles
de H,. Ceci nous méne aux définitions suivantes.

Définition 1.14 Soit X un poids de G° tel que T(\) = X et soit s € {+,—}. Un
vecteur de poids \ sous H est dit de poids (X, s) sous H, si o agit trivialement (resp.
par multiplication par —1) quand s = + (resp. s = —). Si 'V est une représentation
de G, on note Vi 5 le sous-espace des vecteurs de poids (X, s).

Définition 1.15 Si \ est un poids dominant de G° tel que T(\) # X et A, > 0,
on dit que \ est un poids dominant de G. Si \ est un poids dominant de G° tel
que T(A) = X et si on a s = %, on dit que (\,s) est un poids dominant de G. Le
diagramme de Young d’un poids dominant de G est le diagramme du poids dominant
de G° sous-jacent.

On introduit quelques notations pour désigner les représentations irréductibles
de G = Pin(2r), O(2r) ou O(2r + 1). Soit A un poids dominant de G° tel que \,, > 0.
Si 7(A) # A, clest-a-dire G # O(2r + 1) et A, # 0, on désigne par L(A,0) la repré-
sentation irréductible de G qui est la somme directe vectorielle des représentation
irréductibles L(\) et L(7()\)) de G°. Il est important de noter que les seules repré-
sentations de Pin(2r) que nous aurons a considérer seront de ce type. Si G = O(2r)
et A, = 0, ousi G =0(2r+1), on note L(A\,—) et L(\,+) les représentations
irréductibles distinctes de G qui, restreintes a G°, sont égales a la représentation ir-
réductible L(\) de G°. La représentation L(), +) est celle ol o agit trivialement sur
le vecteur de plus haut poids, et o agit par multiplication par —1 sur le vecteur de
plus haut poids de L(A, —). D’aprés ce qui précéde, les représentations irréductibles
de GG sont en bijection avec les poids dominants de G. Remarquons qu’on n’intro-
duit pas de notation pour I’ensemble des poids dominants de G, P désignera donc
toujours le cone des poids dominants de G°.

Ezemple 1.16 Supposons V' de dimension paire, et soit S I'unique Cliff(V')-module
simple. Comme Pin(V')-module, on a S = L(w,,0) et comme Spin(V')-module, on a
S =L(ws) ® L(w-).

Si G = O(2r + 1), on peut écrire G comme un produit direct de G° par le groupe
a deux éléments, plutot que comme un produit semi-direct : il suffit de remplacer
o par ’élément central o. = —id. Il est clair que tout ce qui vient d’étre dit sur les
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représentations de O(2r 4 1) reste valable avec o, et 'action de o, sur un G-module
M indécomposable est particuliérement simple : Notons @, le G-endomorphisme de
M définit par I’action de o, sur M. On a 7,2 = id, et comme la caractéristique est
impaire ou nulle, le polynome minimal de &, est a racines simples, o, est diagonali-
sable, les valeurs propres valent 1, et le lemme de Fitting montre qu’il y a une seule
valeur propre. Ainsi o, = £id. Ce résultat facilite notamment les calculs de produits
tensoriels de représentations, et on peut modifier sans difficulté les formules ainsi
obtenues pour trouver la décomposition sous ¢ en remarquant que o = o.h., ot h.
est Pélément du tore de SO(2r + 1) tel que £;(h.) = —1 pour tout i. Par conséquent,
et sauf mention du contraire, on décomposera dans la suite les produits tensoriels
des représentations de O(2r + 1) sous 'action de o..

1.3.3 Caractéres irréductibles de O(2r)

On suppose ici que K = C et G = O(2r). Sous ces hypotheéses, on dispose d’une
formule donnant le caractére d’une représentation irréductible de G sur la seconde
composante connexe cG° de G. Cette formule combinée a la formule des caractéres
de Weyl permet notamment de déterminer les dimensions des sous-espaces de poids
de L(A, £) sous O(2r).

Définition 1.17 Soit A un poids dominant de SO(2r) et s € {+,—,0}. On pose
X“L(A,s) = > (dim L(A, 8) (1) — dim L(A, 8)u,—))e.

0

NE

pr

Vérifions que x° est la définition adéquate du caractére de N = L(\,s) sur
0S0(2r). D’apreés les remarques faites dans la section 1.3.1, il suffit de déterminer le
caractére de N sur H.NoG® = o H. Pour tout h = diag(hy, he, ..., heyhpy ... h )
élément du tore H de SO(2r) et tout poids u = >;_, we; de H, on pose e#(h) =
[T;_, k. Si un poids p de H vérifie pi, # 0, alors la trace de oh restreinte au sous-
espace de poids p de N est nulle, puisque o envoie le sous-espace de poids p sur
le sous-espace de poids 7(u). Si g, = 0 et v est un vecteur de poids (i, +) (resp.
(1, —)), la trace de oh sur la droite Cv vaut e(h) (resp. —e*(h)). D’aprés ce qui
précéde, pour tout h € H, la valeur du caractére de N en oh est bien égale & YN (h).

On veut maintenant déterminer x?L(\,s). Si A, # 0, autrement dit si s = 0,
il est clair que x?L(A,0) = 0 puisque L(\,0) = L(A,0) ® det et x7det = —1. Si
A, = 0, on se réduit au cas ou s = +. On identifie diag(hy,...,1,1,...,h_y) € H?
a diag(hy,...,h_1), élément du tore de Sp(2r — 2), et pour tout poids p tel que
pr =0, > ., pici est un poids de Sp(2r — 2) qu’on note toujours .

Avec ces conventions, on obtient le théoréme qui suit, démontré au chapitre 5.
Remarquons que Jantzen ([26], partie I, paragraphe 9) en a obtenu une version plus
générale valable pour les produits semi-directs du groupe a deux éléments avec un
groupe de type A, D ou Fg. Pour un groupe de type D, Jantzen signale que ce
résultat remonte & Weyl. Plus précisément, dans le paragraphe 9 du chapitre VII
de [44], on peut lire page 227 “Les sommes élémentaires £~ (I3, ...,1,_1) sont comme
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1.3. GROUPES CLASSIQUES NON CONNEXES

celles du groupe symplectique (...) x~ = % " x~ étant le caractére sur la
010,

seconde composante connexe de O(2r).

Théoréme 1.18 ([26], [43] ou [44]) Soit K = C et soit X\ un poids dominant de
SO(2r) tel que A\, =0. On a

XL\, +) = ch L&D ())
ot L?"=2(\) est la représentation irréductible de Sp(2r — 2) de plus haut poids \.

Remarquons que ce théoréme est faux en caractéristique p. En effet on a signalé
qu’en toute caractéristique L(wy + w_,+) = A"V, par conséquent x°L(w, +
w_,+) ne dépend pas de la caractéristique, alors que ch L~ (w,_;) en dépend :
il résulte du théoréme 8.7 du dernier chapitre que la dimension de L® =2 (w,_;) en
caractéristique p est égale a la dimension de L =2 (w,_;) en caractéristique zéro si
et seulement si p > 1+ £.
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Chapitre 2

Produits tensoriels en caractéristique
Z€ero

Dans ce chapitre, le corps de base est C. Le but de ce chapitre est un énoncé
technique, & savoir le calcul de la décomposition des produits tensoriels A’V ® L(/3)
sous 'action de G = Sp(2n), Spin(2n + 1), Pin(2n), O(2n + 1) et O(2n), V étant la
représentation naturelle de G et  un poids dominant de G.

On commence par définir 'opérateur de Weyl, en s’inspirant de la formule des
caractéres de Weyl, et on rappele ses propriétés essentielles. Puis on 1'utilise pour
obtenir la décomposition annoncée, exprimée en termes de boites ajoutées et re-
tranchées au diagramme de Young Y (). On procéde d’abord a la démonstration
dans le cas des groupes connexes, la démonstration s’inspirant de la formule de Kli-
myk [29]. On en déduit facilement le résultat pour les groupes non connexes Pin(2n)
et O(2n +1). Le traitement du groupe orthogonal pair pose certaines difficultés,
résolues par 'emploi du théoréme 1.18. On termine ce chapitre par la traduction de
cette combinatoire en termes de tableaux sur des diagrammes gauches.

Au chapitre 5, on verra comment combiner les résultats de ce chapitre a4 ceux du
chapitre 4 sur les paires duales de groupes, pour retrouver les expressions combina-
toires des caractéres irréductibles des groupes classiques en caractéristique zéro.

2.1 Opérateur de Weyl

Soit G un groupe algébrique simple connexe défini sur C. On choisit un tore
maximal et un sous-groupe de Borel le contenant. On note P le réseau des poids
de G, P* le cone des poids dominants, W le groupe de Weyl de G, p € R®z P la
demi-somme des racines positives et Z[P] 'algébre du groupe P, de Z-base (e*),cp.
On définit une action de W sur Z[P] par w(e") = e*® pour tout w € W et tout
1 € P et on note Z[P]" le sous-groupe des éléments de Z[P] invariants sous I'action
de W.

On définit également I’ action pointée de W sur Z[P] (resp. P) par w - e =
Q=P (resp. w - A = w(A + p) — p) pour tout w € W et tout A € P. Pour toute
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CHAPITRE 2. PRODUITS TENSORIELS EN CARACTERISTIQUE ZERO

racine positive «, on note h, sa coracine et s, la réflexion associée a «, et on dit
qu’un poids A est singulier s’il existe une racine « telle que s, - A = A, ¢’est-a-dire
A(hy) = —1. On prendra garde qu’il ne s’agit pas de la définition classique de poids
singulier, qu’on peut trouver dans le livre de Humphreys [23]| par exemple, car on
considére ’action pointée du groupe de Weyl.

Définition 2.1 On appelle opérateur de Weyl le morphisme de groupes x : Z[P] —
ZIPIV défini par
Z g(w)ew()\‘i‘f’)
x(e) = "<

2. e(w)err

weW

pour tout A € P.

On rappelle dans la proposition qui suit les propriétés bien connues de 'opérateur
de Weyl, qu’on peut trouver dans 'ouvrage de Jantzen (|25], IL.5).

Proposition 2.2 1. x(e*) = ch(L()\)) pour tout A € P.
2. x(BA) = Bx(A) pour tout A € Z[P] et tout B € Z[P]V.
3. x(w-A) =e(w)x(A) pour tout w € W et tout A € Z[P] .

4. x(e*) =0 si et seulement si X est singulier.

Démonstration. Le premier point est le seul non trivial, puisqu’il s’agit de la formule
des caractéres de Weyl. Les points 2. et 3. sont clairs si A = e* avec A dans P, et on
étend par linéarité. Pour démontrer le point 4., remarquons que si A est singulier,
il existe une racine « telle que s,(A + p) = A+ p. On a alors d’aprés 3. : x(e?) =

x(e**) = —x(e), d’ott x(e*) = 0. Réciproquement, si A est non singulier, il existe
w € W tel que 1 = w - X soit dominant et, toujours d’aprés 3., x(e') = £y (e¥?) =
+ch L(u) # 0. O

A titre d’application, on montre comment retrouver la formule de Klimyk [29]
grace a 'opérateur de Weyl. Notons que le principe de la démonstration est le méme
que pour la proposition 2.3 dans la section suivante. Soient A, deux poids do-
minants, et supposons qu’on connaisse le caractére de L(u), donné par ch L(u) =
>, mie?. On en déduit alors la décomposition de L(A)®L(j) en somme directe de re-
présentations irréductibles : on a ch LA)Q@L(u) = x(e*) >°, mie = x (3, me? ™) =
> mix (€7, Lorsque 7; + A n’est pas singulier, on note w; I'unique élément de W
tel que §; = w; - (7; + A) soit dominant, et on trouve finalement ch L(A\) ® L(u) =
> mie(w;) ch L(6;). Remarquons que la preuve originelle de Klimyk est essentielle-
ment la méme.
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2.2. LA DECOMPOSITION FONDAMENTALE

2.2 La décomposition fondamentale

La proposition qui suit donne la décomposition de A'V @ L(3) sous l'action de
G° = Sp(2n), Spin(2n + 1), Spin(, )SO(2n + 1) et SO(2n). Remarquons que certaines
de ces formules se trouvent déja dans [45].

Proposition 2.3 Soit 0 <[ < dimV et 8 € PT avec 3, > 0. Si G° = Spin(V), on
suppose que (3 est demi-entier. On a alors la décomposition

AV @ L(B) = P L()
(6,7)

ot les couples (0,7) vérifient :
1. Onad=p0+¢ € Pt on ¢ est une somme de g; deuzr o deux distincts.
2. Onay=p+¢—1 € Pt ou) est une somme de €; deur & deuz distincts.

3. Soit h le nombre de termes de ¢ et k celui de 1.
Si G° # Spin(2n +1),S0(2n+ 1), on a h+k = 1.
Si G° = Spin(2n+1) ou SO2n+1), onah+k=1louh+k=1—1.

4. Si G° = SO(2n) ou SO(2n + 1), on dit que (8,7) réalise (x) pour i si ; = 0
et €; est un terme de ¢ et de 1. Avec cette définition, on a :

(a) si G° = SO(2n), (8,7) réalise (x) pour n ou il ne réalise (*) pour aucun
1.

(b) si G°=S0(2n+1) et h+k =1 alors (§,7) ne réalise (x) pour aucun i.
(c) siG°=S02n+1), h+k=1—1 et 3, =0, alors &, est un terme de ¢.

Les deux premiéres conditions s’énoncent facilement en termes de diagrammes :
on ajoute au plus une boite par ligne au diagramme de § de maniére a obtenir un
diagramme de Young (celui de d), puis on retranche au plus une boite par ligne au
diagramme précédemment construit de maniere a obtenir un diagramme de Young
(celui de 7).

Démonstration. Soit (z1,...,2,) la base de V définie au chapitre précédent. Si on
a G° # Spin(2n + 1),S0(2n + 1), on note B la base de A'V formée des vecteurs
V=2, NNz, Nz_jy N Nzjavec 1 < <o <0, <n, 1< << gs<n
et 7 +s = 1. Si G° = Spin(2n+1) ou SO(2n + 1), B est formée des vecteurs
v=12zy NNz, Nz_j, N--- N z_j avec r + s = [, ce qu'on indique par la notation
2o ¥ v, et des vecteurs v = 29 Az, N ANz, Nz_jy N---Nz_j avecr+s=1—1,
désignés par zy - v.

Pour tout v € B, soit ¢(v) =¢;, + -+ €, et Y(v) =€, +--- +¢;,. Le poids de
v est alors ¢(v) — 1 (v), et tout élément v de B est déterminé par la connaissance de
d(v) et P(v) si G® # Spin(2n + 1),SO(2n + 1). Remarquons que pour tout v € B
et toute racine simple a, on a —1 < @¢(v)(hy) < 2 et —1 < Y(v)(ha) < 2. On pose
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CHAPITRE 2. PRODUITS TENSORIELS EN CARACTERISTIQUE ZERO

enfin By = {veB|F+¢w) € P",5+ ¢(v) —1p(v) € PT}. D’aprés la proposition
2.2, 0n a

ch AV @ L(B) = chA'V ch L(3)
— (Z €¢(v)—w(v))x<eﬂ)

veEB

= (3 v

veB

Y Car )

veEB
= Sl + SQ + 537

avec

Sl = Z X(€ﬂ+¢(v)—¢(v))7
vEB]
S2 = Z X(eﬁ"_(b(v)_w(v))?

v € B,
B+ ¢(v) € PT
B+ o(v) —pv) ¢ PT

Sy = 3 y(efto—vw),
v € B,
B+ o(v) ¢ PT

Lorsque G° # SO(2n),SO(2n + 1), la preuve de la proposition se fait comme
suit : on voit que tous les termes de Sy sont nuls et que chaque terme non nul de S3
s’élimine avec un autre terme de Ss. Il ne subsiste alors que la somme S; qui donne
les formules annoncées.

La somme S5 est nulle pour chacun des cinq groupes considérés. Pour le voir,
fixons p non dominant, posons B’ = {v € B, f+¢(v) = p} et montrons que la somme

S, = > x(efHW=¥() est nulle. Soit o une racine simple telle que z1(h,) < —1. On
veB’
peut supposer B’ non vide, et pour tout v € B’, comme ¢(v)(h,) > —1 et B(hy) > 0,

on obtient B(h,) = 0 et pu(hy) = ¢(v)(ho) = —1. En particulier p est invariant sous
I’ action pointée de s,. On ne peut avoir &« = ¢,_1 + &,, @ = 26, ou a = &, car
ceci impliquerait ¢(v)(hy) > 0. On a donc a = ¢, — €,41 pour un certain g, et
I'action naturelle de s, sur les poids est la transposition qui échange ¢, et £441. On
définit une transformation analogue T, sur B, qui, dans I’écriture d’un élément de B
comme produit extérieur des z;, échange z_, et 2_,_;. La transformation 7, est une
involution sur B, et pour tout v € B, T,(v) est de poids ¢(v) — s,(¢(v)). Comme
Sq - €YW) = esalp—vW)tp)=p = esalutr)=pPesa(=1(v) = ghesa(-¥(v) = eh—sa(¥(v)) —
etV Ta) on a x (et V) 4y (et P Ta®)) = (et V) 4 oy (s, - e V) = 0 en

vertu de 2.2. Par conséquent 25, = Y x(e#¥™) + 3 x(er¥Ta)) = 0, d’ou
veB! veB’
S, = 0.

On s’intéresse maintenant a la somme S;. On suppose que 3+ ¢(v) — 1(v) n’est
ni dominant, ni singulier. Alors il existe une racine simple « tel que (G + ¢(v) —
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2.2. LA DECOMPOSITION FONDAMENTALE

¥ (v))(ha) < —2. Plusieurs cas sont a envisager :
1. Si a =¢,— €441, ceci implique B(hy) =0, ¢(v)(ha) = —1 et Y(v)(hy) =1, et
on en déduit que B+ ¢(v) est singulier.
2. On ne peut avoir a = 2¢,, car ¢(v)(hy) > 0 et ¥(v)(hy) < 1.

3. Sia=¢,1+¢, oua =c¢e, ona fhy) =0¢w)(h,) =0
Si G° = Spin(2n) ou Spin(2n + 1), cela est impossible car 3,_
contredit 5(hy) = 0.

Pour voir que tous les termes de S, sont nuls lorsque G° est I'un des groupes
Sp(2n), Spin(2n) ou Spin(2n + 1), il suffit de prouver que si G+ ¢(v) —1(v) n’est ni
dominant, ni singulier, alors #+ ¢(v) n’est pas dominant, ce qui résulte de I’étude de
cas qu’on vient de faire. La proposition est donc démontrée si G® = Sp(2n), Spin(2n)
ou Spin(2n + 1).

(v )(ha)

On traite maintenant les cas G° = SO(2n) ou SO(2n + 1). On suppose que
B+ ¢(v) — 1(v) nest ni dominant, ni singulier et que 5+ ¢(v) est dominant. Par
ce qui précéde, pour tout ¢ < n on a (8 + ¢(v) — ¥ (v))(hey—c,.,) £ —2, donc
(B+ o(v) —¥(v))(hey—e,sr) = 0 puisque le poids 3+ ¢(v) —1p(v) n’est pas singulier.
On a aussi B(ha) = 0,0(v)(ha) = 0 et Y(v)(hy) = 2si @ =€, 1+¢&, et G® = SO(2n)
(resp. a = &, et G = SO(2n + 1)).

On pose désormais o = &, 1 + &, (resp. @ = &,) si G = SO(2n) (resp.
SO(2n + 1)) et on construit un poids dominant dans lorbite de 5+ ¢(v) — 1 (v) sous
'action pointée du groupe de Weyl. Soit ) = s, - (6 + ¢(v) —(v)) = sa(8 + ¢(v) —
Y(v)+p)—p = B+o(v) = (v)+2a+p—a—p = B+¢(v)—1(v)+a. Le poids n n’est pas
singulier puisque 5+ ¢(v) —1(v) ne Pest pas. Par ailleurs on a établi que pour tout g,
(1= ) (heye0ss) = (B -+ §(0) — $(0))(hey 01,) > 0. On en deduit n(he, «,,,) > —1,
puis 1(he,—c,.,) = 0 car n n’est pas singulier, et comme 7(h,) = 0 on obtient que 7
est dominant. On a donc, en posant [ = {v € B | f+ ¢(v) € PT,5+ ¢(v) — ¥ (v)
non dominant, non singulier } :

ch(AVa @ L(B)) = x(ePHo07v0) £ 3™ y (el

vEB, vel

_ CaakdomiC (e b tay

=Y h L(B+ ¢(v) — ¥(v)) = > ch L(B+ ¢(v) — ¢(v) + o).
vEB vel

On a besoin d’une description différente de I. Considérons 'ensemble I’ = {v €
B B+0(v) € P*, 5+ 6(v) — b(v) +a € P, B(ha) = 6(v)(ha) = 0,(v)(ha) = 2}.
Il contient I, et lui est en fait égal : pour tout v € I, on a s, (B+¢(v) =¥ (v)+a) =
8+ ¢(v) — ¥(v) qui est donc non singulier, et 5+ ¢(v) — 1¥(v) n’est pas dominant
puisque (5 + ¢(v) — ¥(v))(ha) = —2. Si B(ha) # 0, I est vide et la proposition est
démontrée.
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CHAPITRE 2. PRODUITS TENSORIELS EN CARACTERISTIQUE ZERO

On suppose jusqu’a la fin de la démonstration que 3(h,) = 0, et on dispose pour
I'instant de I’équation

ch(A'Va @ L(B)) = Y ch L(B + ¢(v) — ¥(v)) = > ch L(B+ ¢(v) — 1b(v) + o),
veEB vel

avec
veB

B+ o(v)
vel<—= < f+ov)—
¢(v)(ha)
U(v)(he) =2

On traite tout d’abord le groupe SO(2n). Dans I'équation ci-dessus, on simplifie
les termes de la somme indicée par I avec certains termes de la somme indicée par
B en construisant une injection I de I dans B;. Si v € I, on constate que €,_1 et &,
sont des termes de 1(v), la somme du nombre de termes de ¢(v) et de (—¢(v) + )
vaut donc [—2, et non pas [ comme on le souhaite. On ajoute donc un nouveau terme
gi+1 & ¢(v) et on le retranche & —1(v) 4+ «, en faisant en sorte que —e;,1 ne soit pas
déja un terme de —1)(v) 4+ a.. Avant d’indiquer le choix de i, posons r = ¢(v) + £;11,
s = Y(v) + g;41 — a. On veut définir v = T'(v) € By de telle sorte que ¢(v') = r
et Y(v') = s, et on aura alors L(G + ¢(v) — ¥ (v) + a) = L(B + (V') — (V). On
doit avoir 8 + r dominant et il faut également que +¢;,1 ne soit pas un terme de
¢(v) ou de 9(v) — a. Le seul choix raisonnable est i = max{j | (8 + ¢(v)); # 0},
et si 0+ ¢(v) = 0 on convient que ¢ = 0. Remarquons que i < n — 2 puisque
B(ha) = ¢(v)(he) = 0. Comme [ + ¢(v) est dominant, on a 5; = 0 et ¢(v); = 0
pour tout j > i + 1. Par ailleurs 5 + ¢(v) — ¥(v) + « est dominant et i + 1 < n,
on a donc (8 + ¢(v) — ¥(v) + )iy > 0, clest-a-dire (=¥ (v) + a)i1 > 0, d’on
(=¥(v) + @)is1 =0, (B + ¢(v) — ¥(v) + a)ir1 = 0, puis (B+ ¢(v) —¢(v) + @); =0

pour tout j > i+ 1, et enfin (¢(v) — a); = 0 pour tout j > i+ 1.
Tout ceci montre que i vérifie les propriétés voulues. Il existe un unique v' € B;
tel que ¢(v') = r et ¥(v') = s, et on note I' application qui envoie v sur v’. On a
en particulier ¢(I'(v))iy1 = 1, ¥(I'(v))ix1 = 1 et pour tout j > i + 2, ¢(I'(v)); =
0 et ¥(I'(v)); = 0. L’application I' est clairement injective : si v" = I'(v) on a
o) = @(v) + €41 et Y(U') = P(v) + €i41 — En—1 — En, O i + 1 est le plus grand
indice j tel que &; soit un terme de ¢(v'). Ainsi v’ détermine 4, et on en déduit
®(v), ¥(v) et v lui-méme. On convient de dire que v’ € B; réalise (*) pour 7 si

(B+ o), B+ ¢(v') — (v')) réalise (*) pour i. Si on pose

I = {v' € By | v réalise (*) pour un certain ¢ mais pas pour n},

+

epr
Y(v) + € Pt
0

il est clair que I'image de I' est contenue dans [, et il suffit d’établir ’égalité
pour terminer la démonstration. Si v’ € [;, on définit i < n — 2 par i + 1 =
max{j | v’ réalise (*) pour j}. On a donc Fiy1 = 0, ¢(v')iz1 = 1, Y(v')iy1 = —1
et (64 ¢(v') — (v'))ix1 = 0. Ceci entraine 3; = 0 et (5 + ¢(v') — (v)); = 0
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pour tout j > i+ 1. De la définition de i, on déduit alors que ¢(v'); = ¢ (v'); =0
pour tout j > 4+ 1. Ainsi ¢ + 1 est le plus grand indice j tel que €; soit un terme
de ¢(v'), et ¢l existe v tel que T'(v) = v/, v est défini par ¢(v') = P(v) + €41 et
(V') = Y(v)+ei1 —en_1—en- lest clair que ce v est dans I et satisfait a I'(v) = /.

Il reste & adapter cette preuve lorsque G° = SO(2n + 1). On a

ch(A'Va @ L(B)) = | Y chL(B+ ¢(v) —9p(v)) = Y ch L(B+ ¢(v) — b(v) + )

v € By, vel,
zo Fwv zo ¥ v

+ | D LB+ ¢(v) —¢(v) = Y ch L(B + ¢(v) — (v) + a)

v € By, vel,
zo ¥ v zo kv

Dans la premiére parenthése, on remarque que si v € By et 2o - v (resp. v € [ et
2o ¥ v) , la somme des nombres de termes de ¢(v) et ¢ (v) (resp. ¢(v) et P (v)—a) vaut
[—1. Le contenu de la premiére parenthése est donc égala > ch L(y)— > ch L(y!)

(6:7) (6141)
ot les couples (8,7), (6%,~!) vérifient :

1.Onad =+ ¢ € P" ou ¢ est une somme de ¢; deux a deux distincts, et
ot = B+ ¢! € PT ol ¢! est une somme de g; deux & deux distincts et distincts
de &,.

2. Onay=pF+¢—1¢ € P' ou 1 est une somme de ¢; deux a deux distincts, et
v =B+ ¢' — ¥t € PT ou ¢! est une somme de ¢; deux a deux distincts et
distincts de g,,.

3. Soit h (resp. h') le nombre de termes de ¢ (resp. ¢') et k (resp. k') celui de v
(resp. ¥'). Onah+k=1—1 (resp.h' + k' =1-1).

Comme 3, = 0, on voit que cette expression est encore égale & > ch L(y) ou les
(6,7)
couples (4, ) vérifient :

1. Onad =G+ ¢ € P ou ¢ est une somme de ¢; deux a deux distincts, et dont
e, €st un terme.

2. Onay=p0+¢—1 € Pt ou 1 est une somme de ¢; deux a deux distincts.

3. Soit h le nombre de termes de ¢ et k celui de . Ona h+k=1—1.

Dans la seconde parenthése, si v € By et zo ¥ v (resp.v € I et 2y - v) , la somme
des nombres de termes de ¢(v) et 1(v) (resp. ¢(v) et ¥(v) — «) vaut [ (resp. [ — 2).
On définit une injection I'y de {v € I,zy - v} dans {v € By, zp ¥ v} exactement
comme on a défini T' dans le cas G° = SO(2n) : pour tout v € I tel que 25 - v
on pose i = max{j | (6 + ¢(v)); # 0}, et il existe un unique v’ € B; vérifiant
2o ¥ V' et tel que (V') = ¢(v) +e441 et (V') = Y(v) +e;01 — . Lapplication T’ est
injective d’image {v € By|zp ¥ v et v réalise (*) pour un certain i}, ce qui achéve
cette démonstration. a
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Avant de poursuivre il nous faut introduire deux définition lorsque G° = Spin(2n).

Définition 2.4 Soit G = Pin(2n) et soient 3 € P et 0 <1 < n fizés. Un poids y est
dit admissible si la somme des coordonnées de v — (3 dans la base des €; est congrue
a | modulo 2.

Si (0,y) satisfait les conditions de la proposition précédente, comme y— (3 = ¢p—1),
on voit que v est admissible. De plus, si 7, = j:%, les poids 7 et 7(7y) ne peuvent
étre tous deux admissibles car v — 8+ (8 —7(7)) =7 — 7(7) = *en.

Définition 2.5 Soit G = Pin(2n) et soient § € P et 0 <[ < n fixzés. Si v € P
vérifie v, = il , on note 0() celui des deuz poids v et T(v) qui est admissible.
Sinon, 0(y) = .

Par conséquent, si v, = j:%, seul O(7) peut apparaitre dans la décomposition de
la proposition précédente. Cette remarque sera souvent utile ultérieurement.

Exemple 2.6 Soient G° = Spin(2n), 0 < r < n et considérons la décomposition de

A"V ® L(w, ) sous I'action de G°. On pose €; = &1 + - -+ + &; pour tout i < n. La

proposition précédente montre qu'on a A"V ® L(w, ) = L(wy 4+ Q) & L(wy +Q,2) &
<@ L(w- 4+ Q2-1) ® L(w- + Q,-3) @ .... En tordant cette équation par o et en

remplagant 7 par r — 1 on obtient A" 'V @ L(w_) = L(w_+ Q1) ® L{w_+Q, 3)®
@ L(wy +Qg) ® L(wy +Qg) @

On en déduit A"V ® L(wy) = (A"'V ® L(w-)) ® L(ws + €,), en particulier
dim L(wy + Q,) = 277105 — Cy-h), formule qu’on utilisera ultérieurement. On
voit de méme que sous l'action de Spin(2n+1), on a A"V ® L(w,) = (A"'V ®
L(wy)) ® L(ws + Q). Ces décompositions sont a rapprocher de la décomposition
AV = A2V @ L(w;) sous I'action de Sp(2n).

On énonce maintenant les décompositions correspondantes pour les groupes
Pin(2n), O(2n) et O(2n + 1). On traite tout d’abord le groupe O(2n), pour lequel
la détermination des signes nécessite plus de travail que pour les groupes Pin(2n) et
O(2n+1).

Corollaire 2.7 Soit G = 0(2n), | < dimV et § € PT avec 5, > 0.
Si B, >1, ona

AV ® L(B,0) = Lr0e @ (LH.+) oL, -)
(A1)

ot les couples (0,7), (A,T') sont soumis auz conditions de la proposition 2.3.
Si 3, =0, on a

AMVRLB+) = @ LIT.0)e @ L(v.s)

(AT) (8,7,5)
Cp > 1 =0
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ot les couples (0,7), (A,T') sont soumis aux conditions de la proposition 2.3 et
s = &£ est défint comme suit, avec les notations de 2.3 : s = — si el seulement si
(0,7) réalise (x) pour n.

Démonstration. Si 3, > 1, on remarque que A'V @ L(3,0) = A'V @ L(3,0) ®det, il
y a donc autant de L(vy,+) que de L(7y, —) dans la décomposition en somme directe
de A'V ® L(7(3)). On écrit la décomposition de A'V ® L(3) sous SO(2n), en notant
que si L(7) figure dans cette décomposition, on a 7, > 0. On obtient une seconde
équation en tordant les représentations par ¢ et on somme ces deux équations pour
obtenir la décomposition de A'V ® L(7(/3)) sous O(2n).

Si B, = 0, la représentation A'V ® L(3) de SO(2n) est invariante quand on
la tord par o, il y a donc, si I',, # 0, autant de L(I') que de L(7(I')) dans sa
décomposition en somme directe, d’ou la condition I',, > 1. Il reste a déterminer
les signess = +. Fixons v avec 7, = 0, notons P le nombre de triplets (,7,1) et
N le nombre de triplets (8,7, —1). La multiplicité de L(vy) dans A'V ® L(j3) sous
I'action de SO(2n) est égale & P + N, et on détermine P — N a I'aide du théoréme
1.18. On convient de désigner par la méme notation V' les représentations naturelles
de SO(2n) et Sp(2n — 2), et on note LG 2(\) la représentation irréductible de
Sp(2n — 2) de plus haut poids A. Si I < n, on applique x? & une décomposition
de A'V ® L(8,+) en somme directe de représentations irréductibles, et on voit que
P — N est la multiplicité de L2 (y) dans L?" 2 (g, + -+ 4+ &) ® L2 (3). On
a vu au premier chapitre que L?" 2 (g + --- + &) ~ A'V/A"2V, on obtient donc
que P — N est la différence entre la multiplicité de L(?"~2)(v) dans A'V @ LZ"=2)(3)
et la multiplicité de L®"~2)(y) dans A2V ® LE"=2)(3). C'est également le cas si
I=n:onaP =N car A"V = A"V ® det sous O(2n), et comme A" 2V et A"V
sont isomorphes sous I'action de Sp(2n — 2), la différence des deux multiplicités est
nulle. Il n’y a donc pas lieu de séparer les cas [ < n et [ = n.

Ona N = w, on doit donc calculer la multiplicité de L(7y) dans A'V ®
L(B3) sous I'action de SO(2n), lui ajouter la multiplicité de L®"~2) () dans A"2V ®
L27=2)(3) et lui retrancher la multiplicité de L("=2)(v) dans A'V ® L?"=2)(3), avant
de diviser le tout par deux. On introduit les conventions suivantes pour alléger la
preuve : comme 7 est fixé, tout couple (d,) soumis aux deux premiéres conditions
de 2.3 et tel que h + k = [ est abrégé en J. On dit que 0 réalise (*) (resp. ne réalise
pas (*)) si (0,7) réalise (*) pour un certain i (resp. pour aucun ¢). De méme §
réalise (*) pour n si (d,7) réalise (*) pour n. Un couple (J,7) intervenant dans la
décomposition de A'V @ L(3) pour SO(2n) est donc identifié au poids §, réalisant (*)
pour 1 ou ne réalisant pas (*). Un couple (6,7) intervenant dans la décomposition
de A'V ® L?"=2)(3) est identifié¢ au poids 6, avec 6,, = 0. Considérons enfin un couple
(6,7) intervenant dans la décomposition de A2V ® L®"=2)(3). Avec les notations
de 2.3, on a h+k = [—2 et non pas h+k = [ comme on le voudrait. Pour y remédier,
le couple (6,7) est identifié au couple (6 + €;41,7), ¢’est-a-dire au poids d + €;,1, ou
i =max{j | (6+ ¢(v)); # 0} < n — 1. Cette identification est légitime car cette
correspondance est clairement injective, d’image 1’ensemble des poids ¢ réalisant la
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condition (*), comme on le voit en reprenant la fin de la démonstration de 2.3. Avec
ces notations :

1. la multiplicité de L(v) dans A'V ® L(53) sous l'action de SO(2n) est égale a
card{d ne réalisant pas (*) } + card{d réalisant (*) pour n },
2. la multiplicité de L®"=2) () dans A"2V ®@ LE®"=2)(3) est égale a
card{d réalisant (*) },
3. la multiplicité de LZ"=2) () dans A'V @ L2"=2)(3) est égale a
card{¢ | §,, = 0}.
Il vient 2N = card{¢ ne réalisant pas (*) } + card{¢ réalisant (*) pour n}
+card{d réalisant (*) } — card{o | 6, = 0} = card{d | d,, # 0}+
card{0 réalisant (*) pour n} = 2card{0 réalisant (*) pour n}. 0

Dans la proposition qui suit, si v est un poids dominant de Spin(2n), on note 7y
celui des deux poids v et 7(y) dont la n®™® coordonnée est positive. Ainsi 7 est un
poids dominant de Pin(2n) et L(7) est bien défini. La notation 7 ne sera employée
nulle part ailleurs.

Corollaire 2.8 Soit G = Pin(2n), | < dimV et 5 € Pt demi-entier avec (3, > 0.
On a

AV ® L(3,0) = P L(7,0
(6:7)

ol les couples (§,7) sont soumis aux conditions de la proposition 2.3.

Démonstration. Comme représentation de Spin(2n), A'V est invariante si on la tord
par o € Pin(2n) puisqu’elle est la restriction de la représentation A'V de Pin(2n).
Il suffit alors d’écrire la décomposition de A'V ® L(3) sous Spin(2n), de la tordre
par o et d’additionner les deux équations pour trouver la formule annoncée. ]

Quelques remarques s'imposent. Considérons un couple (§,7) qui paramétre la
décomposition qu’on vient d’obtenir. Si 7, # +1i 5, ona’y = 7. Sy, = j:%, la
multiplicité de L(¥,0) dans A'V ® L(j3,0) est donnée par le nombre de couples
vérifiant les conditions de 2.3 et dont la seconde composante est v ou 7(7). Mais on
a remarqué que 7y et 7(y) ne peuvent figurer tous deux dans la décomposition de
2.3. La multiplicité de L(%,0) dans A’V ® L(3,0) est donc la multiplicité de L((7))
(voir la définition 2.5) dans A'V ® L(3) sous I'action de Spin(2n).

Enfin, sous I'action de 0. défini a la fin du paragraphe 1.3.2, on a I’énoncé suivant.

Corollaire 2.9 Soit G = 02n+1),l < dimV et § € PT. On a sous l'action de

Oc

AV @ L(B,+) =P Ly,
(0,7)

ot les couples (0,7), sont soumis auz conditions de la proposition 2.3.
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Démonstration. Comme o, agit par multiplication par (—1)! sur A'V et trivialement
sur L(83,+), il agit par multiplication par (—1)! sur A'V @ L(3, +). O

2.3 Expressions combinatoires

Pour traduire les formules précédentes en termes de diagrammes de Young, il nous
faut introduire certaines notations. Soient Y7 et Y5 deux diagrammes de Young. On
écrit Y7 C Y5 si la boite la plus a gauche de la premiére ligne de Y; est la méme que
celle de Y3, et pour tout ¢, le nombre de boites sur la i®™ ligne de Y] est inférieur ou
égal au nombre de boites sur la :*™ ligne de Y5. Si 3 et 7 sont deux poids dominants
de G° tels que Y () C Y(7), on peut considérer le diagramme gauche Y (v) \ Y(3),
ol pour tout 7 la i®™ ligne de Y () \ Y(8) est la i® ligne de Y (v) privée des boites
de la 7*™¢ ligne de Y (). Si 7 est un poids dominant, on note Y'(7) le diagramme
de Young obtenu en rajoutant une premiére colonne ayant exactement n boites a
Y(y). Si Y(B) C Y'(v), on désigne par 3 — ~ le diagramme gauche Y'(y) \ Y (3)
(voir Pexemple 2.12).

Définition 2.10 Soit Y un diagramme de Young gauche. Un pseudo-GL(2)-tableau
gauche de forme Y est un remplissage T des boites de Y par des entier < 2 tel que
la numérotation est strictement croissante dans chaque ligne et croissante au sens
large dans chaque colonne. Pour i € {1,2}, on note T; le nombre de boites de T
portant le numéro i. Le poids de T est u(T) =Ty — T1.

Notons que cette définition prépare celles du chapitre cing, ou on définit les G-
tableaux et les pseudo-G-tableaux sur des diagrammes de Young, G étant un groupe
classique connexe.

Proposition 2.11 Soit 0 <[ < dimV et soient 3,7 € P* avec 3, > 0 et v, > 0. Si
G = Pin(2n) ou Spin(2n + 1), on suppose que (3,7 sont demi-entiers. Si G = O(2n),
soient s,t € {+,—,0}, et si G =02n+ 1), soit s € {+,—}.

1. Si G = Sp(2n), la multiplicité de L(~y) dans A'V ® L(3) est égale au nombre
de pseudo-GL(2)-tableauz gauches de forme 3 — =y et de poids n — .

2. Si G = Spin(2n + 1), la multiplicité de L(vy) dans A'V @ L(3) est égale au
nombre de pseudo-GL(2)-tableauzr gauches de forme 3 — v et de poids n — 1
oun—1+1.

3. Si G = Pin(2n), la multiplicité de L(v,0) dans A'V @ L(3,0) est égale au
nombre de pseudo-GL(2)-tableauz gauches de forme 3 — ~ et de poids n — 1
vérifiant la condition suivante. Si B, = Y, = %, on autorise un coefficient
particulier dans 'unique boite de 3 — ~ sur la ligne n : il s’agit d’un 2 suivi
d’un diese, indiquant que ce 2 ne doit pas étre pris en compte dans le calcul
du poids du tableau.

23



CHAPITRE 2. PRODUITS TENSORIELS EN CARACTERISTIQUE ZERO

4. Si G = 0(2n), la multiplicité de L(~y,t) dans A'V @ L(3, s) est égale au nombre
de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme 3 — 7 et de poids n — | vérifiant
la condition suivante lorsque B, = v, = 0. Si s = t, il n’existe pas de i tel que
(B; = 0 et le tableau a un 1 et pas de 2 sur la ligne i). Si s # t, alors le tableau
a un 1 et pas de 2 sur la ligne n.

5. 8 G =02n+ 1), la multiplicité de L(v,(—1)'s) dans A'V @ L(f3, s) sous o
est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableauz gauches de forme 3 — 7 et de
poids n — 1 ou n — [ + 1 vérifiant la condition suivante. Si le poids est n — [,
il n'existe pas de i tel que (B; = 0 et le tableau a un 1 et pas de 2 sur sa i*™*

ligne). Si le poids est n — 1+ 1 et 3, =0, le numéro 1 figure sur la ligne n.

Avant de démontrer cette proposition, faisons quelques remarques.

1. Si G = O(2n), soit T" un tableau soumis aux conditions de la proposition,
supposons 3, = 7, = 0 et soit ¢ = min{j | 8; = 7; = 0}. Alors toutes les
lignes 7 > ¢ ont une unique boite, ces boites sont dans une méme colonne, et
la condition a satisfaire s’énonce comme suit : toutes les lignes j > ¢ portent
le méme numéro, 1 si s # ¢, 2 sinon.

2. Si G = Pin(2n) et 3, v et [ sont fixés, on voit facilement que les tableaux soumis
aux conditions de la proposition ont tous ce 2 suivi d'un diése, ou aucun d’entre
eux ne I’a. Dans la preuve qui suit, on verra que ceci est lié au fait que L(7) et
L(7(7)) ne peuvent apparaitre tous deux dans la décomposition de A'V @ L(3)
sous Spin(2n). Plus précisément, les tableaux auront ce 2# si et seulement si
6(7)71 = _%-

3. Si G = Spin(2n+ 1) ou O(2n+ 1) et 3, v et [ sont fixés, tous les tableaux
seront, de poids n — [, ou tous de poids n — [ + 1, car le poids de T est congru
au nombre de boites de  — + modulo 2.

Démonstration. 1. Soit G = Sp(2n), et reprenons les notations de 2.3. Pour tout
1 tel que g; est un terme de ¢, on ajoute une boite portant le numéro 1 sur la
ligne i de Y (). Puis, pour tout j tel que £; n’est pas un terme de 1, on ajoute
une boite portant le numéro 2 sur la ligne j de Y (). On obtient ainsi un
diagramme Y, partiellement numéroté, qui représente un facteur direct L(7)
de A'W @ L(f3), et on retrouve le diagramme Y (y) en supprimant la premiére
colonne de Y. On a donc Y = Y'(v), et Y'(7) \ Y(5) est bien muni d'un
pseudo-GL(2)-tableau gauche de forme 5 — ~ et de poids n —k —h =n — L.
La croissance stricte dans chaque ligne équivaut a dire que ¢ et 1 sont des
sommes de ¢; distincts, et la croissance au sens large dans chaque colonne
signifie que [ + ¢ est dominant.

2. Les cas G = Spin(2n + 1), O(2n) ou O(2n + 1) s’obtiennent de méme.

3. Soit G = Pin(2n). Si 3, > % ou B, = % et vy, > %, le corollaire 2.8 montre que
tous les (0,7) paramétrant la somme directe vérifient ~, > %, et I’expression
combinatoire de la multiplicité se fait comme dans le cas G = Sp(2n). Si
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On = Yo = %, les couples a prendre en compte sont soit de la forme (d,7),
soit de la forme (J,7(7)), un des deux cas excluant 'autre comme on 'a déja
signalé. Dans le premier cas, tout se passe comme précédemment, mais dans
le second, un couple (9, 7(7y)) s’identifie & un pseudo-GL(2)-tableau gauche sur
le diagramme gauche 3 — v privé de la ligne n, de poids n —[. Comme (3 — v
a une boite sur la ligne n, on convient de remplir cette ligne avec un 24, le 2
étant choisi pour se conformer a la croissance de la numérotation dans chaque

colonne.
O

Ezemple 2.12 Soit G = Sp(8), B =61 +¢e2+¢€3, 7v=2¢; +¢e2. On a

|

v@) = ym = e goq= U
La multiplicité de L(v) dans A*V @ L(3) est égale a deux, car on a exactement
deux pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme 5 — 7 et de poids nul :

1]2] 1[2]
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Chapitre 3

Modules en caractéristique p

Soient K = ]FT? et G un groupe algébrique défini sur K. L’étude des représenta-
tions de GG en caractéristique p est bien plus difficile qu’en caractéristique zéro, et a
I’heure actuelle on ignore presque tout des dimensions des modules simples lorsque
la caractéristique est inférieure au nombre de Coxeter de GG. Une des grandes dif-
férences est qu’on ne dispose plus de I'application exponentielle, et de fait on n’a
plus de dictionnaire entre le groupe et son algebre de Lie. La question majeure est
la détermination des caractéres des modules simples, et elle équivaut a la recherche
des facteurs de composition des modules de Weyl, qui sont des réductions modulo p
des modules simples de caractéristique zéro. L’approche que nous choisissons permet
d’obtenir certains caractéres irréductibles sans passer par la matrice de décomposi-
tion des modules de Weyl. On abordera toutefois cette question au dernier chapitre.

On débute ce chapitre en rappelant quelques résultats qui illustrent les différences
entre caractéristique zéro et caractéristique p. On définit tout d’abord les modules de
Weyl et les duaux des modules de Weyl, en s’inspirant de la construction des modules
simples en caractéristique zéro, et on indique leurs principales propriétés. Puis on
énonce le théoréme du produit tensoriel de Steinberg, qui fournit une description de
tous les modules simples & I’aide d’un nombre fini d’entre eux. On illustre ces résul-
tats lorsque G = SL(2), seul groupe pour lequel on dispose de résultats satisfaisants.
On consacre ensuite un paragraphe au groupe de Weyl affine, qui joue un roéle aussi
important que le groupe de Weyl en caractéristique zéro. Il intervient notamment
dans la conjecture de Lusztig, dont on rappelle briévement 1’énoncé, et qui permet
d’exprimer le caractére des modules simples a 'aides des caractéres des modules de
Weyl, pourvu que p soit assez grand. On aborde enfin la théorie des modules bas-
culants, qui a déja permis des progrés notables dans I’étude des représentations du
groupe linéaire ([38]). Les points cruciaux de cette théorie sont la paramétrisation
des modules basculants indécomposables par les poids dominants, et la stabilité par
produit tensoriel. On termine par une partie technique ot on applique les résultats
de ce chapitre aux groupes classiques.

A Texception des modules basculants, tous les résultats mentionnés ici, et beau-
coup d’autres, se trouvent dans le livre de Jantzen [25].
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3.1 Modules simples, modules de Weyl

Dans ce chapitre, G est un groupe algébrique simple connexe défini sur K, H est
un tore maximal et B est un sous-groupe de Borel contenant H. Soit P le réseau des
poids, P* le cone des poids dominants et soit p € R®z P la demi-somme des racines
positives. On rappelle qu’en caractéristique p, les coracines sont des homomorphisme
de K* dans H, et pour tout poids A € P = X(H) et toute coracine h,, on note
A(ha) 'unique entier relatif tel que pour tout k € K*, Ao hy(k) = kMhe),

Pour tout A € PT, L(\) désigne le G-module simple de plus haut poids A\. On
note W le groupe de Weyl et wq I'élément le plus long de W. Pour tout poids u, K,
est le H-module simple de poids p, et pour tout module M, M, est le sous-espace
de poids p de M. On note H°(U, M) le sous-espace des vecteurs U-invariants de M.
Remarquons que comme H normalise U, H°(U, M) est un H-module. On note enfin
F : G — G le morphisme de Frobenius, et F,M désigne le module obtenu en faisant
agir g € G sur m € M par F(g)m.

On rappelle la propriété universelle du foncteur Indf, L étant un sous-groupe
fermé de G : si N est un L-module, on a un L-morphisme canonique Indi — N, et
pour tout G-module M, tout L-morphisme M — N se factorise a travers un unique
G-morphisme M — IndgN . Ceci se traduit par le diagramme commutatif suivant.

M N

Ind¢ N

Définition 3.1 Soit A un poids dominant. Le dual du module de Weyl de plus haut
poids X est V(N) = IndG K, 5, et le module de Weyl de plus haut poids \ est A(\) =

On a choisi de définir les modules de Weyl a partir de leurs duaux, mais on
peut aussi les construire par réduction modulo p des représentations irréductibles en
caractéristique zéro. Rappellons briévement cette construction et celle des modules
de Vema dont on reparlera dans la section suivante. Soit G¢ le groupe algébrique
simple simplement connexe sur C de méme diagramme de Dynkin que G. On désigne
par g l'algébre de Lie de G¢, h est une sous-algébre de Cartan et b une sous-
algebre de Borel contenant b . Pour toute algebre de Lie [, on note U([) son algébre
enveloppante. Soit Z(\) = U(g) ®u(s) Cx le module de Verma de plus haut poids A. Il
admet un unique quotient simple V' (), et si on note Vz(\) la Z-forme de Chevalley
de V(A) engendrée par un vecteur de plus haut poids A, alors A(A) = K ®z Vz(\).

Si le groupe G a deux composantes connexes, la description de ses modules de
Weyl et duaux des modules de Weyl en fonction de ceux de G se fait de la méme
maniére qu’au premier chapitre.

En caractéristique zéro, les modules V(A), A(X) et L(\) sont isomorphes, mais
ce n’est plus le cas en caractéristique p. Les deux énoncés qui suivent illustrent les
différentes propriétés des modules A(N) et V().
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1. Le poids X est l'unique plus haut poids de V(A) et dimV(A), = 1.
2. On a H°(U,V(\)) = Kuy, ot vy est un vecteur de poids \.

3. Les poids de V() sont dans ’enveloppe convere de WA.
4

. Le module V() contient un unique sous-module simple L(X), qui est engendré
par vy.

5. Le caractére de V() est donné par la formule des caractéres de Weyl.

On déduit de ce théoréme que V() est un module indécomposable, tout comme
A(N), et que le caractére de A(\) est également donné par la formule des caractéres
de Weyl. Notons que le module A(\) est la solution d’un probléme universel, comme
le montre la proposition ci-dessous, dont il résulte que L()\) est un quotient de A(\).

Proposition 3.3 A(\) est engendré par un vecteur U-invariant de poids A, et tout
module engendré par un vecteur U-invariant de poids \ est un quotient de A(N).

On mentionne maintenant un théoréme sans équivalent en caractéristique zéro,
qui permet de réduire I’étude des modules simples & un nombre fini d’entre eux.
Soient {«; }ics les racines simples et {h;}ics les coracines correspondantes. Un poids
dominant est restreint si A(h;) < p pour tout i, et tout poids dominant A admet
une unique décomposition p-adique A = A\(0) + pA(1) + p*A(2) + ... o les A(z) sont
restreints et presque tous nuls.

Théoréme 3.4 ( du produit tensoriel de Steinberg) Soit A = A(0) + pA(1) +
P*A(2) + ... comme ci-dessus. On a

L(\) = L(MN0)) ® F.L(A(1)) ® F2L(A\(2)) @ - - -

Ezemple 3.5 Tllustrons ce qui vient d’étre dit avec G = SL(2). Pour tout entier
n > 0, on convient de noter n le poids np. Soit V' la représentation naturelle de
SL(2). Si (X, Y) est une base de V avec X et Y de poids respectifs 1, —1, alors S"V
est formé des polynémes homogénes de degré r en X et Y. On a alors une description
concréte des duaux des modules de Weyl et des modules simples (cf. [25], seconde
partie, 2.16) :

1. On a V(m) ~ S™V pour tout m > 0.

2. Le sous-module simple L(m) a pour base les monomes XY ™" tels que p ne

divise pas C7,.

Rappelons (cf. [24], lemme 22.4) que p ne divise pas C}, si et seulement si m; > r;
pour tout ¢, avec r = Zf:o ript, m = Zf:o mip', 0 < r; < ppourtoutiet0<m; <p
pour tout i. Pour le voir, il suffit de remarquer que sur le corps a p éléments, les
polynomes (X 4+ 1)™ et (X +1)™(X? +1)™ . (X?" 4+ 1)™* sont les mémes, et la
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comparaison des coefficients de X" donne le résultat. Ainsi V(m) est simple si et
seulement sim = ap’ —1 avec 0 < jet 1 < a < p—1, en particuliersi 0 < m < p—1.

Le théoréme du produit tensoriel de Steinberg fournit une autre description des
SL(2)-modules simples : le poids n est restreint si et seulement si n < p — 1, et
dans ce cas on vient d’établir que L(n) =~ V(n). On a donc L(Y 5 7:p’) = L(ro) ®
F.Lir)®- - ~V(rg) @ F,V(r{) ® - - -.

Terminons cet exemple en signalant que la structure des modules de Weyl de
SL(2), c’est-a-dire leurs facteurs de composition et leurs sous-modules, a étée obtenue
par Carter et Cline [8] et Deriziotis [11].

3.2 Le groupe de Weyl affine

On peut lire Bourbaki [5] pour tout ce qui concerne les groupes de réflexions, ou
consulter Jantzen [25] pour les groupes de Weyl affines. On note R le systéme de
racines, R I'ensemble des racines positives, on pose Pr = R ®7 P, on désigne par
{a;}ier Vensemble des racines simples et par {h;}ic; les coracines correspondantes.

Définition 3.6 Le groupe de Weyl affine Wog est le sous-groupe du groupe des
transformations affines de Pr engendré par le groupe de Weyl W et par les trans-
lations de Pg de vecteur dans pR. L’action pointée de Wog sur Pr est donnée par
w-A=w(A~+ p) — p pour tout w € Weg et tout X € Pg.

Un poids A € P est dit p-singulier sl existe une racine « telle que p divise (A +
p)(ha), et un poids qui n’est pas p-singulier est dit p-régulier. Les poids p-singuliers
sont les poids fixés sous l'action pointée d’un élément non trivial du groupe de Weyl
affine. Pour toute racine a et tout k € Z, on pose Fy, , = {\ € Pr | (A\+p)(hao) = pk}.
Les Iy, sont appelés murs, et chaque composante connexe du complémentaire dans
Pr de la réunion des murs est appelée alcove. L’adhérence de chaque alcove est
un domaine fondamental pour l’action pointée de Wog, et Wog agit simplement
transitivement sur ce systéme d’alcoves. L’alcove Crong = {A € Pr | 0 < (A+p)(ha) <
p pour tout o € R*} est appelée alcove fondamentale, et on pose C° = Cinqg N P
Les poids p-réguliers sont les poids conjugués sous l'action pointée de W, a un
élément de C°. On appliquera ces définitions quand on traitera les groupes Pin(4) et
O(4) qui ne sont pas simples. Lorsque le groupe G est simple, le systéme de racines est
irréductible et W est engendré par W et la symétrie affine so : A — A—(A(hg)—p)ag
ol hg est la plus grande coracine et g la plus grande racine courte. On a alors
Ctonda = {X € Pr|(A+ p)(ho) < pet 0 < (A+ p)(h;) pour tout i}.

Ezemple 3.7 On représente sur la page 31 le systéme d’alcoves pour Sp(4) pour un p
fixé, ainsi que le cone des poids dominants. Un poids A = A\je1 + Ageo est représenté
par le point de coordonnées (A1, \o), et O est I’ensemble des poids contenus dans
la partie grisée du cone.
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Revenons un instant aux modules de Verma. A l'aide de l'isomorphisme de
Harish-Chandra, on montre que si V' (u) est un facteur de composition de Z(\),
alors il existe w € W avec A = w - p. On a un résultat analogue en caractéris-
tique p, ou le groupe de Weyl affine remplace le groupe de Weyl. 11 suffit pour cela
d’appliquer le théoréme qui suit & M = A(N).

Théoréme 3.8 (“linkage principle”) (cf. [25], partie II, 6.17) Soit M un G-
module indécomposable et soient A\, € PT. Si L(p) et L(\) sont des facteurs de
composition de M, alors il existe w € Wag avec pp = w - \.

Corollaire 3.9 Si A est dominant et (A+p)(ho) < p, alors A(X) ~ V() est simple.

Démonstration. Si A est dominant et (A + p)(hg) < p, il n’existe pas de poids
€ PTNW,g- A tel que u < A. Par conséquent, le module A(\) est simple, et comme
V(A) a le méme caractére que A()), il vient ch V(\) = ch L(A) puis V(\) >~ L(\).
O

En particulier, on voit que pour un poids dominant \ fixé et p assez grand, le
module L(\) a méme caractére qu’en caractéristique zéro.

La conjecture de Lusztig, dont nous allons maintenant dire quelques mots, ex-
prime le caractére des modules simples comme combinaison linéaire des caractéres
des modules de Weyl, une des conditions étant que p est supérieur ou égal au nombre
de Coxeter. On pourra consulter Particle de Donkin dans [9] pour plus d’explica-
tions. Soit ho la plus grande coracine et h = p(hg) + 1 le nombre de Coxeter. On
note ¢ la fonction longueur sur Wog vu comme groupe de Coxeter, on désigne par <
I'ordre de Bruhat sur Wag et les polynomes de Kazhdan-Lusztig sont notés P, .

Conjecture 3.10 (Lusztig) (/35]) Soit w € Wag tel que —wp — p soit dominant.
Sip>h et —wplhy) <plp—h+2), ona

chL(—wp—p)= D> (=)WP, (1) ch A(=yp - p).
y<w
—yp—p€ Pt

Sion ap > h, on peut obtenir le caractére de tous les modules simples a partir de
cette conjecture (cf. [3]). A I'heure actuelle, on sait seulement que, pour un systéme
de racines fixé, la conjecture est vraie pour p suffisamment grand (cf. [1]) . Un des
objectifs de cette thése est d’obtenir des formules valables si p < h. A titre d’exemple,
on donne au chapitre 7 des équivalents des dimensions des modules simples de plus
haut poids un poids fondamental lorsque le rang du groupe (et donc h) tend vers
I'infini, a p fixé.

3.3 Modules basculants

Tous les résultats rappelés dans cette section peuvent se trouver dans les articles
de Donkin [13] et Mathieu [38|.
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3.3.1 Premiéres propriétés

Définition 3.11 Un G-module M est muni d’une bonne filtration (resp. filtration
de Weyl) s’il existe une filtration M D My D My D --- D {0} de M par des sous-
modules tels que M;/M; 1 = V(\)™, (resp. M;/M;1 = A(N)") avec \; € P et
n; € N. Un module M est basculant si M est muni d’une bonne filtration et d’une
filtration de Weyl.

On peut donc écrire le caractére d'un module basculant comme une somme de
caractéres de modules de Weyl. Le coefficient de ch A(\) dans la décomposition
de ch M est appelé multiplicité de A(X\) dans M et notée [M : A(M\)]. Notons que
cette multiplicité est indépendante de la filtration, et elle est égale a la multiplicité
[M : V(A)] de V(A) dans M.

On énonce maintenant un critére nécessaire et suffisant pour qu'un G-module
donné soit muni d’une bonne filtration. Munissons Z[P] de la relation d’ordre sui-
vante : solent 1 = >, pme* € Z[P] et £ = >, p&ne* € Z[P]. Alors n < € si et
seulement si pour tout A € P on a ny < &).

Proposition 3.12 Pour tout G-module M on a chM < > h%(M,\)chA(N),
Aep+t

avec h°(M, \) = dim H*(U, M) .

Proposition 3.13 Soit M un G-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. M est muni d’une bonne filtration

2. ch M = > hO(M,\)ch A(N).

AepP+

3. Ext'(A(N), M) = 0 pour tous A € P+,

Si M est basculant, on a donc [M : A()N)] = h°(M, ) pour tout A € P*. Cette
proposition a pour corollaire immédiat

Corollaire 3.14 Tout facteur direct d’un module muni d’une bonne filtration (resp.
basculant) est muni d’une bonne filtration (resp. basculant).

On dispose d’un autre résultat de stabilité pour la classe des modules munis
d’une bonne filtration (resp. basculant), beaucoup plus difficile a établir.

Théoréme 3.15 (Donkin,Mathieu) Le produit tensoriel de deuz modules munis
d’une bonne filtration (resp. basculants) est muni d’une bonne filtration (resp. bas-
culant).
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3.3.2 Modules basculants indécomposables

D’aprés ce qui précéde, tout module basculant est une somme directe de modules
basculants indécomposables, ce qui nous améne a étudier ces derniers en détail. La
classification des modules basculants indécomposables est particuliérement sympa-
thique puisqu’ils admettent un paramétrage discret par les poids dominants. Du
théoréme ci-dessous, on déduit en outre facilement que deux modules basculants
ayant méme caractére sont isomorphes, un résultat a la fois remarquable et utile
dans les calculs.

Théoréme 3.16 (Donkin [13])

1. Pour tout poids dominant \, il existe un unique module basculant indécompo-
sable T'(\) tel que Aim T'(\)x = 1 et tous les poids de T'(\) sont dans I’enveloppe
convexe de WA.

2. T(X) ~T(p) si et seulement si X = p.

3. Tout module basculant indécomposable est isomorphe a un certain T'(\).

Si le groupe G a deux composantes connexes, on peut décrire ses modules bas-
culants indécomposables en fonction de ceux de G°, exactement comme on a décrit
les modules simples de G a I'aide de ceux de G° au premier chapitre.

Le linkage principle nous apporte une information supplémentaire : si A(u) ou
L(41) est un sous-quotient de T'(\), alors il existe w € Wag avec y = w-\. Remarquons
qu’en caractéristique zéro, tout module est basculant et T'(\) ~ L(\) ~ A(\) ~
V(A) pour tout A € P*. On énonce maintenant un lemme technique qui sera souvent
utilisé par la suite.

Lemme 3.17 Soit M un G-module tel que ch(M) = > n;ch A(X'), ou les poids
N\ sont dans 'adhérence de Ciong, 1. €. (X' + p)(ho) < p pour tout i. Alors M est
basculant et M = &T(\")". En particulier on a V(\) = A(X) = L(\) = T'(\) pour
tout poids dominant X tel que (A + p)(ho) < p.

Démonstration. Si A est dominant et (A + p)(ho) < p, on a vu que V(A) = A(X) =
L(X). Ainsi L(\) est basculant et indécomposable, d’ou T'(\) = L()). Ceci montre
qu’une suite de composition de M est a la fois une bonne filtration et une filtration
de Weyl, et ch(M) = > n;chT()\), d’ou le résultat. O

On a une connaissance beaucoup plus précise des modules 7'(A) lorsque G =
SL(2). On peut en effet déterminer leur caractére de maniére récursive a 1’aide d’une
formule analogue au théoréme du produit tensoriel de Steinberg. Notons qu’on ne
connait pas les caractéres des modules T'()) lorsque G = SL(3) (cf. [27]).

Théoréme 3.18 (Donkin [13]) Soit G = SL(2).
1. 85i0<j<p—1,onaT(jp) ~A(jp) =~ L(jp).
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2. 51p<j<2p—2eti+j=2p—2, on a une suite exacte courte
0— A(jp) = T(jp) — Alip) — 0.
3. Sij=kp+iavecp—1<i<2p—2etk >0, onaT(jp)=FT(kp)@T(ip).

Remarquons que le point 1. correspond au cas ou (A + p)(hg) < p. Dans [14], ce
théoréme est utilisé pour obtenir la décomposition explicite des produits tensoriels
T(1)®T(j), qui elle-méme permet de calculer la série génératrice, & m € N fixé, des
multiplicités [7(1)®7 : T(m)]. On utilisera ce résultat de maniére décisive au dernier
chapitre.

On termine ce paragraphe par une généralisation du point 2. du théoréme pré-
cédent.

Proposition 3.19 Soit A € C°. On a une suite ezacte non scindée

0— A(sp-A) = T(sg-A) = A(N) — 0.

Démonstration. Dans [38], il est rappelé que si T, est le foncteur de réflexion de
Jantzen et si M est basculant, alors T, M est basculant. Le corollaire 10.3 de [3§]
montre que le module Ts, A(\) est indécomposable et qu’on a une suite exacte non
scindée 0 — A(sg - A) — To,A(X) — A(X) — 0. Comme A est dans C°) le module
A()N) est basculant, Ts,A(\) est donc basculant et indécomposable de plus haut
poids sp - A, ce qui permet de conclure. O

3.3.3 Formule modulaire de Verlinde

On ne dispose malheureusement pas d’une formule pour décomposer les produits
tensoriels T'(a)@T'(/3) pour tous «, § dominants. Cependant, si on choisit « et 3 dans
C°, on a une expression explicite de la multiplicité de T'(y) pour tout v € C°. Avant
d’énoncer ce résultat, quelques préliminaires s’imposent. Considérons la catégorie 7°
des modules basculants. Elle est stable par somme directe et produit tensoriel, ce
qui en fait une catégorie tensorielle. On commence par exhiber un idéal tensoriel 7
de 7. On note h = p(hy) + 1 le nombre de Coxeter, et on remarque que C° est non
vide si et seulement si p > h. Les lemmes 8.5 et 9.3 de [38] peuvent se résumer en le
théoréme suivant.

Théoréme 3.20 Soit p > h et soit X\ € P*. La dimension de T'(\) est divisible par
p si et seulement si X & CY. En outre, si M est un module basculant et p divise
dim T'(X), alors p divise la dimension de tout facteur direct de M @ T'(\).

Ainsi les modules basculants qui sont somme directe de certains T'(\), A € CY,
forment un idéal tensoriel Z de 7, et la formule qu’on a en vue donne la structure de
la catégorie tensorielle quotient. Pour tout poids A dominant, on note x le caractére
de A()), et pour tous poids dominants «, 3,7 on note Kﬁ’ﬁ les multiplicités définies
par xaXs = »_ K3?x,. Autrement dit on a en caractéristique zéro L(o) ® L(3) =

BL(7)"".
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Théoréme 3.21 (Formule modulaire de Verlinde) [38] Soient a, 3 € C°. On a

T(a) ® T(B) = BreceT(1)™" & T,

avec T €T et nS’ = % e(w)Kyl < K9P pour tout v € C°.
weWLg

Ces deux théorémes jouent un role primordial au chapitre 6. En particulier le
domaine de validité des formules de caractéres qu’on obtient en résulte directement.

3.4 Application aux groupes classiques

Dans cette section, on considére G = Sp(2n), Spin(2n + 1), Pin(2n), O(2n) ou
O(2n + 1) et on démontre un certain nombre de résultats techniques.

3.4.1 Alcove fondamentale

On commence par décrire C° pour la composante neutre de chacun de ces
groupes, et on dégage des conditions nécessaires et suffisantes pour que C° soit
non vide. On désigne toujours par h le nombre de Coxeter de G.

Lemme 3.22
1. Soit G = Sp(2n).

(a) Sin>2, onah=2netC’={> Neg; € PT| A\ + Xa +2n < p}.
i=1
(b) Sin=1,onah=2¢etC’'={N\e € PT| A\ +2<p}.
2. Soit G = Spin(2n+1) ou O2n+1). On a h = 2n et C° = {3 \&; €
i=1

PT| 2\ +2n < p}.
3. Soit G = Pin(2n) ou O(2n).

(a) Sin>3, onah=2n—-2etC'={>Ne; € PT| M1+ a+2n—2<p}.
i=1
(b) SZTT,IQ, OnaCOZ{)\lgl—i—)\QEQ‘ )\1+|/\2| gp—2,])\2] S)\l}

Démonstration. Si G = Pin(4) ou G = O(4), les racines positives sont €1 £ &5 et on
ap=c¢c1, dou Cipug = {)\161 + Agga | AL+ |)\2| +1<p,0< A — |)\2| + 1}.

Les autres groupes étant simples, il suffit d’expliciter ag et p. Si G = Spin(2n + 1)
ou O@2n+1),onap=(n—3)er+(n—1—23)es+ -+ 1y, les racines courtes
positives sont les 4¢; et pour tout ¢ on a ¢; < &1, par conséquent og = €1 . Si
G =Sp(2) =SL(2) on a ag = 2e; et p=¢ey.

Dans tous les autres cas les racines courtes positives sont les (g; +¢;);<; et pour
tous i < jonacg —¢g; < e —¢; < €+ &g, par conséquent g = €1 + €2 . Si
G =Sp(2n),onap=mne;+(n—1)ea+---+ ¢, et si G = Pin(2n) ou G = O(2n)
onap=Mn—1le+n—2)e+ - +e,_1. a
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Comme p est impair lorsque G # Sp(2n), on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.23 Si G = Sp(2n) (resp. G = Spin(2n+1) ou O2n+1), G =
Pin(2n) ou O(2n)), C° est non vide si et seulement si p > 2n (resp. p > 2n + 1,
p>2n—1).

3.4.2 Puissances extérieures de la représentation naturelle

On verra au chapitre suivant que les puissances extérieures de la représenta-
tion naturelle de G sont des G-modules basculants (cf. corollaire 4.14). On montre
ici que lorsque C° est non vide, les G-modules A'V sont des modules basculants
dont on fournit la décomposition en somme directe de modules indécomposables. Si
G = Spin(2n + 1), on pose S = L(w,), et si G = Pin(2n) on pose S = L(w4,0),
conformément aux notations de 1.2.4.

Lemme 3.24 On suppose C° non vide.

1. SiG=Sp2n) etl<n, ona ANV ~T(w)®T(w_2) D .

2. 8i G = Spin(2n+1) on a A'V ~ T(w;) pour tout | < n —1, A"V ~ T(2w,)
et S ~T(wy) .

8. Si G =02n+1) on a (sous Uaction de o.) : N'V ~ T(w;, (—1)") pour tout
[ <n—1, A"V ~TQ2w,,(-1)").

4. SiG =0(2n) on a A"V ~T(w;,+) pour toutl <n—2, A"V ~ T(w,+w_,+)
et A"V =~ T(2w,,0).

5. SiG=Pin(2n) on a S ~T(w,).

Démonstration. Si G = Sp(2n), tous les poids fondamentaux sont dans 'adhérence
de I'alcove fondamentale : sin > 2, on a p+ 1 > 2n+ 2 car p est impair, et sin =1
onap+1> 3. En outre on a chA'V = chA(w;) + chA(w;_s) + ... : cest vrai
en caractéristique 0, et donc en toute caractéristique puisque le caractére de A'V
et des modules de Weyl ne dépend pas de la caractéristique. Le lemme 3.17 donne
alors le résultat. Si G = Spin(2n + 1), les poids fondamentaux et 2w, sont dans
I'adhérence de Ciona, €t on conclut de la méme maniére. Si G = Pin(2n), O(2n) ou
O(2n + 1), on démontre tout d’abord les formules correspondantes sous I'action de
G°. Pour cela on vérifie que les poids fondamentaux ainsi que 2w, , 2w_, wy + w_
sont dans l'adhérence de Ciopnq, et la suite de 'argument est identique. Il n’y a plus
qu’a préciser l'action de o (ou o.) sur le vecteur de plus haut poids, ce qui est
immeédiat. On obtient en particulier, sous I’action de G° : A"V ~ T'(2w,) & T (2w_)
siG=0(2n)et S ~T(wy)®T(w_) si G=Pin(2n). O

3.4.3 Suite exacte

Nous aurons besoin par la suite d’un analogue de la suite exacte 3.19 pour G =
O(2n) ou O(2n + 1), appliquée & un poids A tel que (A+ p)(hg) = p— 1, c’est-a-dire
S0+ A= A+ ag. Le poids X est donc au bord de I'alcove Ciopng.
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Proposition 3.25 Soit G = O(2n+1). Si A € C° et s+ A = A+ ap, on a (sous
Uaction de o.) la suite ezacte 0 — A(sg- A\, +) — T(so- A\, +) — AN, +) — 0.

Démonstration. Le module T'(sg - A, +) est indécomposable, ce qui implique que o,
agit comme +id. Comme o, agit trivialement sur le vecteur de plus haut poids, on
en déduit qu'il agit trivialement sur 7'(sg - A, +), et donc sur A(sg-A) et A(X). O

Proposition 3.26 Soit G = O(2n) avec n > 3 et soit A € C° tel que N\, = 0 et
S0 A= A4ag. On a la suite exacte 0 — A(sg- A, +) — T(sg- A, +) — AN\, +) — 0.

Démonstration. A priori on a 0 — A(sg- A, +) — T(so- N\, +) = AN\, £) — 0, et
il reste a établir que A(\, —) ne figure pas dans une bonne filtration de T'(sg - A, +).
Montrons tout d’abord que si A\,,_1 = 0,

T +H)@T (e, ) =T(so- N\ +)D ...,
et si \,_1 # 0,
T\ +)@T(e1, +)®2 =T(so- N\ +) @ T A+ £,,0) @ T(e1, +) D . ...

On a T'(e1,+)%* = T(0) ® T(2e1,+) ® T(1 + £2,+). En effet le lemme 3.17
s’applique car les poids 1, 21 et &1 + €5 sont dans 'adhérence de Ciypnq. 11 suffit
donc d’établir que ch A(ey, +)%? = ch T'(0) + ch A(2e1, +) + ch A(gy + &2, +). Cette
équation est indépendante de la caractéristique et elle résulte, en caractéristique zéro,
du corollaire 2.7. Comme T'(sg - A, +) est facteur direct de T'(A\, +) ® T'(e1 + €2, +),
ce qui précéde montre qu’il est aussi facteur direct de T'(\,+) ® T'(e1, +)®?. De
plus, si A\,_1 # 0, T(\ + &,,0) est facteur direct de T(\,+) ® T(ey,+) : on a
TN+) @ T(e1,+) = AN, +) ® A(eq,+), et le corollaire 2.7 donne ch A(\, +) ®
Aer,+) = ch A(A+e,,0)+>_ , ku ch A, +), ot A+e,, et les pu sont dans 'adhérence
de Ciond, d'ott T(A\, +)@T'(e1, +) = T(A+e,, 0) D, T (1, +)* . Le méme argument
montre que T'(sg - A, +) n’est pas facteur direct de T (A +¢,,0) @ T'(ey,+) ~ AN+
€n,0)®A(e1,+), on a donc bien la décomposition annoncée de T'(\, +) QT (g1, +)®2.

Déterminons la multiplicité de A(X, —) dans T(\, +) ® T'(e1, +)%% ~ A\, +) ®
A(er, +)®2. Le corollaire 2.7 appliqué deux fois montre qu’elle est nulle si A, ; = 0,
et qu’elle vaut 1 sinon. Dans ce dernier cas, ce méme corollaire implique que la
multiplicité de A(\, —) dans T'(A+e,,0)®T(e1, +) est aussi égale & 1. Par conséquent
A()\, —) n’apparait pas dans une bonne filtration de T'(sg - A, +). O

3.4.4 Produits tensoriels

On termine ce chapitre par la détermination des multiplicités D., dans la décom-
position
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avec T' € Z. On pourrait les obtenir a 'aide de 3.21 et 3.24, mais on va procéder
de maniére plus directe. En effet la formule 3.21 est insuffisante lorsque G = O(2n),
mais la proposition 3.26 remédie a ce probléme. On énonce d’abord les décompo-
sitions sous I'action de G°, en remarquant que si G = O(2n + 1) la situation est
particulierement simple.

Proposition 3.27 Soient | < dimV, 8 € C° avec B, > 0, 8 demi-entier si G =
Spin(2n) ou Spin(2n + 1) et n > 3 si G = Spin(2n) ou SO(2n). On a

ch AV @ A(B) = > C,chA(y),

yeP+

ou Cy est donné par la proposition 2.3, et

avec T € T et D, = C, — Cy,., pour tout v € C°, en particulier D, < C., pour tout
v € C°. De plus :

1. §5i G =S0(2n+1), on a D, = C, pour tout v € C°.
2. Supposons Cyy., # 0 et soit s -7 = B+ ¢ — Y avec les notations de 2.3. On a

(a) (B+p)(ho) =p—1, (v+p)(ho) =p—1,
(b) €1 et g9 sont des termes de ¢ et ne sont pas des termes de v si G° =
Sp(2n), SO(2n) ou Spin(2n),

(c) €1 est un terme de ¢ et n'est pas un terme de ¢ si G = Spin(2n + 1),

Démonstration. Soit v € PT un poids p-régulier en dehors de I'adhérence de Ciynq,
et notons D., la multiplicité de T'(y) dans A'V @ T(3). Si D, # 0, on a C,, # 0,
(B4 p)(ho) <p—1cet (y+p)(ho) > p+ 1. La combinatoire de 2.3 implique alors
(v+p)(ho) =p+1, (B+p)(ho) =p—1,etsiy=pF+¢—1 onadh) =2 et
¥(ho) = 0, d’ou assertion sur les termes de ¢ et 1.

On en déduit sy - v = v — ap, ce qui montre que sq - v est dans 'adhérence de
Chond, €t comme sg - 7 est p-régulier, on a en fait sy -+ € C°. D’aprés 3.19 on a alors
chT(y) = ch A(y) + ch A(sp - ), ce qui donne

chAVeTB)= 3 DychT(y)+ 3 DychT(y)+ 3 DsynchT(so-7)

~ p-singulier ~eCO ~eCo

= X DychT(y)+ X DychA(y)+ X Dsyn(chAlso - 7) +ch A(9))

~ p-singulier ~eCO ~eCO

= > (Dy+ Dsyy) ch A7) + > DychT(y) + > Dsyrych A(sg 7).

~ECD ~ p-singulier ~eC0
Soit 7' € C. De ce qui précede, on déduit que Cy = Dy + Dy et Cyop = Dy,
d’ou Dy/ = Cy - CSO"Y"
Enfin si G = SO(2n+1), on a (B + p)(he) = 2061 + 2n — 1 avec [3; entier,
par conséquent (5 4+ p)(ho) est impair alors que p — 1 est pair, on n’a donc jamais

(B+p)(ho) =p— 1. O
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On traite maintenant les groupes simples non connexes. En combinant la pro-
position précédente et les suites exactes 3.25 et 3.26, on trouve sans difficulté les
formules ci-dessous.

Corollaire 3.28 Soient n >3, G = 0(2n), [ <dimV et 8 € C° avec 5, > 0.
1. Si6,>1, ona

ch AZV®A(570) = Z C(’y,O) ChA(’%O)—'— Z O’Y(ChA(/%—'—)_’_ChA(’% _))

~v e Pt v e Pt
Yn =1 Yn =0
et
AVeTE0)= @ Tr.0wae @ (T4 eTH,-)"aT.
v e Qoo vy e Qoo
Yn > 1 Yn =0

avec T € Z, Dy 0) = Cly,0) — Clsgy0) €t Dy = Cy — Csyy pour tout v € C.
2. 51 6,=0, ona

hA VAP, +)= > C,chA(R,00+ > CuechAlye)

v € Pt v € Pt
Yn =1 n =0
e=4=
et
AlV(X)T(ﬁ’ —|—) — @ T D(’YO> s @ D(’YS) @T

yec® v e Qo

%Zl 'YnZO

e==+

avec T € T, D(%O) = C(%O) — C(SO.%O) et D(ME) = C(%E) — C(SO.%s) pour tout
veECY et e = +£.

3. 81 Clsgry0) # 0, Cgy £ 0 0u Csgney # 0, on a (B+p)(ho) = p—1, (v+p)(ho) =
p—1, et si sog-y = P+ ¢—1 avec les notations de 2.3, €1 et €5 sont des termes
de ¢ et ne sont pas des termes de 1.

Démonstration. Si B, > 1, il suffit de remarquer que C(, ) (resp. C,) est la mul-
tiplicité de ch A(y) (resp. ch A(y)) dans ch A'V @ A(B) sous G, et de méme Dy, )
(resp. D,) est la multiplicité de T'(vy,0) (resp. T(v)) dans A'V @ T(3)) sous GY. Si
Bn = 0, la méme remarque vaut pour C(, ) et D(,0) . Enfin on reprend la fin de la
preuve de 3.27 en utilisant 3.26 pour trouver Doy = Clye) = Clsgmye)- O

Corollaire 3.29 Soient n > 3, G = Pin(2n), [ < dimV et 3 € C° avec 3, > 0 et
0B demi-entier. On a

ch AV @AB,0)= > ClygchA(y,0)

v € Pt
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et
ANVeTB,0)= @ T(H,0700 0T,
vyeCo
Tn 2 %
avec T' € T et D( 70 = Cly,0) — Clsyy,0) pour tout y € C°. De plus, si Cisyy0) # 0, on
a(B+p)ho)=p—1, (v+p)(ho) =p—1, et si so-7 = [+ d—1 avec les notations
de 2.3, 1 est un terme de ¢ et n’est pas un terme de 1.

Démonstration. Notons D, (resp. C,) la multiplicité de T'(v) (resp. ch A(v)) dans
AV @ T(B) (resp.ch A'V @ A(B)) sous G° pour tout v € P*. 1l est clair que 7 et

l'action pointée de sy commutent puisque n > 3, on a donc D 0y = D + D7) =
Cy = Csoy + Cr(9) = Csgr() = Oy = Csogy + Cry) = Criso) = Cy0) = Clsomo)- - B

Ce corollaire appelle une remarque sur sa traduction en termes de tableaux
gauches. Soient donc n > 3 et G = Pin(2n). Pour tout poids v tel que 7, = 3,
on rappelle que 0(~) désigne celui des poids v ou 7(7y) qui est admissible (cf. défini-
tion 2.5). La somme des coordonnées de so-y— 3 = v—(y+p)(ho)ap— 3 dans la base
des ¢; est congru modulo 2 & celle de v — 3, ainsi y est admissible si et seulement si
s -y Pest, autrement dit 6(sg-7y) = so-0(7). Comme 6(s0-7)n = (S0-0(7))n = 0(7)n,
on voit que dans la soustraction C(,,0) — C(sy.4,0), si on traduit les multiplicités en
termes de tableaux gauches, tous les tableaux considérés auront un 2# ou aucun
d’entre eux n’en aura.

Corollaire 3.30 Soient G =0(2n+1), [ <dimV et 8 € C°. On a

ch(A'V @ A(B,+)) chh 1))
et
ANVeTB,+)= P TH.(-1))>eT
~eCO0
avecT € 1.

La preuve de ce résultat est immédiate. Il nous reste a traiter les groupes non
connexes qui ne sont pas simples, a savoir Pin(4) et O(4).

Lemme 3.31 Soient G = Pin(4) ou O(4), 1 < 4, 8,7 € C° avec 5 > 0,7y, > 0, et
B, demi-entiers si G = Pin(4). Avec les notations des corollaires précédents :
1. Soit G = Pin(4). On a D(%g) = C(%O) sty # 3, D(@O) = 0(570) —1 s (l =2 et
B+ B2 =p—2) et Doy = Cap) sinon.
2. Soit G =0(4) et B > 1. On a Doy = Cryo) sty # B et 2 > 1, Diyyy =
C(%i) siye =0, Do) = C(ﬁyo)—l si(l=2etf1+Ps=p—2)et Do) = C(gyo)
sinon.
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3. Soit G = 0(4) et 5o =0. On a D(%i) = C(%i) sty # [ ety =0, D(%o) =
C(%o) sty > 1, D(g’i) =0 s (l =2e i +pPr=p— 2) et D(g’i) = C(g,i)
Stnon.

Démonstration. On représente sur le dessin suivant le systéme d’alcoves pour SO(4)
et p fixé, ainsi que le cone des poids dominants.

axe de s+

Soit hy (resp. h_) la coracine de 2w; = &1 + €9 (resp. 2w_ = &1 — &2). On
définit deux réflexions affines s, et s_ de Wyg par s.(A) = A — (A(hy) — p)2w, et
s_(A) = A= (A(h-) —p)2w_. Remarquons que la suite exacte 3.19 reste valable pour
le groupe Spin(4) = SL(2) x SL(2) et pour SO(4) a condition de remplacer s par s
ou s_. Notons D, (resp. C,)) la multiplicité de T'(n) (resp. ch A(n)) dans A'V @ T'(5)
(resp. ch A'V @ A(3)) sous G° pour tout n € P*. Si C,, # 0 et 1 est en dehors de
ladhérence de Chopg, alors | = 2, B1 + o =p—2,n = s+ -0 = [+ €1 + &9 avec
m+|mnl=petC,=1.0Onadoncny =0 +1let|n =|F*tl=0F+1 etonen
déduit que si By # 0, alors 1 = 6+ €1 + &o.

Supposons 5 # 0. La preuve de 3.27 reste valable en remplacant sq et hg par
s et hy. On a D, = C, pour tout v € C? distinct de 3, Dg = Cs— 1si (I =2 et
1+ P2 =p—2) et Dg = Cs sinon. Soit G = Pin(4) et soit vy vérifiant les hypothéses

42



3.4. APPLICATION AUX GROUPES CLASSIQUES

de I'énoncé. Siy = Bet (Il =2et B1 + 02 =p—2),0ona Do = Dy+ D) =
Cy = 14 Crp) = Cpy0) — L. Sinon, Do) = Doy + Do) = Oy + Cr) = Cio0)- Si
G =0(4) on a D0 = Dy et Cr, ) = C,, d’out les formules voulues.

Si B, = 0, ce qui implique G = O(4), on sait que D, = C, sauf si [ = 2
et 01 + P2 = p — 2. Supposons maintenant [ = 2 et 1 + F2 = p — 2. On pose
I''=pF+4¢e1+eet 'y =0F+¢e —e Sin € Plest tel que D, # 0 et n n’est pas
dans I'adhérence de Ctong, on a n = I' ou n = I'2. Comme Cr, = Cr, = 1, on en
déduit Dr, = 1 ou Dr, = 1. Or la représentation A'V @ T'(3) est invariante quand
on la tord par o, on a donc D, = D, pour tout poids 1 dominant, en particulier
Dr, = Dr, = 1. Comme Cj3 = 2, la suite exacte 3.19 avec sy remplacé par sy ou s_
montre que Dg = 0 et D, = C, si v # 3. On en déduit immédiatement les formules
pour O(4). O
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Chapitre 4

Paires duales

Un exemple particuliérement connu de paire duale est la paire (GL(m), S,,), qui
relie les représentations de GL(m) a celles du groupe symétrique S,, via la célébre
dualité de Schur-Weyl. Nous étudions une dualité analogue pour des paires (G1, G2)
de groupes algébriques en suivant la méthode exposée dans [37] et [38].

On rappelle dans une premiére section la définition d’une paire duale, et on
montre briévement comment cette dualité échange les dimensions de certains G-
modules simples et certaines multiplicités de G-modules indécomposables, via une
correspondance qu’on note A < A. Puis on explicite cinq paires duales construites
par Adamovich et Rybnikov [2] & I'aide du module simple de 1'algébre de Clifford
de V1 ® V5, Vj et V, étant respectivement les représentations naturelles de G et
G5. On précise pour chaque paire duale la correspondance A « 5\, et on montre
enfin comment le calcul du caractére de certaines représentations irréductibles de
(G se raméne a la décomposition de certains Gy-modules basculants, & savoir des
produits tensoriels de puissances extérieures de V5, en somme directe de Go-modules
basculants indécomposables.

Les résultats de ce chapitre sont valables en toute caractéristique, sauf mention
explicite du contraire. Pour clarifier ’écriture, si © = 1,2, on met un ¢ en indice pour
indiquer & quel groupe on se référe. Ainsi P, désigne le cone des poids dominants
de G, etc.

4.1 Principe de dualité

Définition 4.1 (Howe) [22] Soient G1, Gy deux groupes, M un Gi X Gay-module
et soient ¢; : G; — GL(M) les morphismes de groupes correspondants. On dit que
M est une (Gy,G2) paire duale si algébre Endg, (M) est engendré par ¢o(Gs) et si
lalgébre Endg, (M) est engendré par ¢1(Gh).

Plagons nous en caractéristique zéro, et soient G1, GGy connexes et semi-simples.
On considére une (G1,G5) paire duale M. Soit E (resp. F') I’ensemble des poids
A € P (resp. Py) tels que Ly()\) (resp. Ly(N)) est facteur direct du Gj-module
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(resp. Ga-module) M. Un résultat bien connu donne la décomposition du G; x Gs-
module M.

Proposition 4.2 Il existe une bijection A — X de E sur F telle qu’on ait

M =P Li()) ® Ly(N).

Démonstration. A priori on a seulement M = €Dy, y,)epxr(L1(A1) ® La(A2)) ™ 1.
Si on montre que pour tout Ay € F, le Gi-module H°(Us, M)y, = @, L1(A1) ™12
est simple, on en déduit M = P, .p L1(0(X2))® La(A2) pour une certaine fonction 6.
Par symétrie on trouve une fonction ¢ telle que M = @, p L1(A1) @ La(¥(A1)), ce
qui permet de conclure.

On est donc réduit & montrer que, pour tout Ay tel que H°(Usy, M)y, est non
nul, le Gi-module H®(Uy, M)y, est simple. Posons C' = Endg, (M). 11 suffit d’éta-
blir que H%(Us, M)y, est un C-module simple. Si on écrit M = @, Ly(p)™, on a
HO(Uy, M)y, = H%(Us, La(Ag)™2)y, = K™z et C = ®,Endg,(La(1)™). On doit
donc vérifier que H°(Us, LQ()Q)’"&),\Q est un Endg, (La(A2)™2)-module simple. Il est
clair que pour tout A € End(K™2), il existe une matrice A’ € Endg,(La(A2)™*2),
constituée de blocs diagonaux, qui agit par A sur H°(Us, M),,, d’out le résultat. O

Supposons maintenant que K = E, et soit M une (Gi,Gs) paire duale. On
note A (resp. B) la sous-algébre des endomorphismes de M engendrée par I'action
de G, (resp. G3). Comme B-module, on a M = @ S® @ I, o les I sont des

iel
B-modules indécomposables distincts et les S® sont des espaces vectoriels. Par
construction, la dimension de S; est égale a la multiplicité de 1) comme facteur

direct du B-module M. On pose A’ = @ EndS;. Cette algébre AY est semi-simple,
iel
les S; sont les A%-modules simples, et A° est une sous-algébre de A = Endg(M).

On peut montrer que A = A° ® R, ol R est le radical de A. Par conséquent les A-
modules simples s’identifient aux A°-modules simples. Il en résulte en particulier que
la dimension du Gy-module simple S est la multiplicité de ) comme facteur direct
du Gy-module M. Les paires duales échangent donc les dimensions des Gi-modules
simples et les multiplicités des Go-modules indécomposables, et c’est cette propriété
qui va nous permettre d’obtenir des formules de caractéres en caractéristique p.

A titre d’exemple, on esquisse le traitement de la (Sp(2m), Sp(2n)) paire duale
en caractéristique zéro. On pose G; = Sp(2m), Gy = Sp(2n), et pour ¢ € {1,2},
on note V; la représentation naturelle de G; et b; la forme alternée non dégéné-
rée sur V;. On munit V; ® V5 du produit scalaire b; ® by et on note S la re-
présentation simple de Cliff(V; ® V5). 1l est clair que Sp(2m) x Sp(2n) agit sur
Vi ® V4 par des transformations orthogonales, et comme ce groupe est connexe,
ces transformations sont de déterminant égal a 1. Le groupe Sp(2m) x Sp(2n)
étant simplement connexe, cette action se reléve en un morphisme de groupes
Sp(2m) x Sp(2n) — Spin(V; ® V,) C Cliff(V; ® V3), comme illustré ci-dessous.
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Spin(V; ® V3)

Sp(2m) x Sp(2n) SO(V1 ® V2)

Il en résulte une structure de Sp(2m) x Sp(2n)-module sur S, et on montre que
S est une (Sp(2m), Sp(2n)) paire duale. En tant que Sp(2n)-module, S s’identifie a
(AV2)®™. On déduit du théoréme que la dimension de L;(A) est la multiplicité de
Ly()) dans le Sp(2n)-module (AV5)®™, et la proposition 2.3 permet de calculer cette
multiplicité pourvu qu’on connaisse A\. On peut méme raffiner cette technique pour

obtenir le caractére de Li()), comme on le verra dans les sections suivantes.

4.2 Cinq paires duales

Le corps de base K est a nouveau de caractéristique quelconque, et on procéde
comme suit. A chaque paire (G, G2), on associe un espace muni d’une forme qua-
dratique @, et on note C(Q) son algébre de Clifford ou la partie paire de I'algébre
de Clifford suivant le cas. On construit deux réalisations du module simple de C'(Q),
I'une étant de maniére naturelle un GGi-module et I'autre étant de maniére naturelle
un Go-module. Par transport de structure, on obtient un (G1, G3)-module M qui est
en fait une (G, Gy) paire duale.

On reprend ici certaines des paires duales de [2]. Sur chaque ligne du tableau
suivant, on trouve une paire de groupes (G, G) et deux espaces vectoriels Ny et N.
Le groupe G (resp. G3) dépend du parameétre m (resp. n), la base (z1,...,2_1)

définie au premier chapitre est notée (z1,...,x_1) (resp. (y1,...,y-1)) et Vi (resp.
V,) désigne la représentation naturelle de Gy (resp. G3). On note également Vi
(resp. Vi_) Pespace vectoriel engendré par xy,..., T, (resp. T_1,...,Z_,,) et Vo,
(resp. V4_) Pespace vectoriel engendré par yi,...,y, (resp. y_1,...,Y_n)-

Gy Gy Ny Ny

Sp(2m) Sp(2n) Vi Vi Voo v,

SO(2m +1) | Pin(2n) Vi® Voo Vi@ V)& (Kzy® Va)

SO(2m) O(2n) Vi® Vo Vi_eV,

Spin(2m + 1) | Spin(2n +1) | (V1 ® Vo) & (Vim @ Kyo) | (Vim @ V2) & (Kzo @ Va-)

Spin(2m) O@2n+1) | (VieVe)® (Vio @ Ky) | Vi@V,

Chaque ligne correspond a une (G1, Gs) paire duale M qu’on va définir a I'aide
des espaces Ny et Ny. Ces paires duales sont soumises a quelques restrictions : on
ne considére que des poids demi-entiers si le groupe considéré est un groupe spin ou
Pin(2n), p est supposé impair lorsque la paire duale n’est pas la paire symplectique,
et on suppose n > 2 quand on utilise les groupes O(2n) ou Pin(2n). Cette der-
niére condition n’est en fait nécessaire qu’en caractéristique p, I'alcove fondamentale
n’étant pas définie si n = 1.
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On munit V; ® V5 d’une forme quadratique non dégénérée () définie comme suit.
On note by la forme bilinéaire alternée (resp. la polarisation de la forme quadratique)
de V} lorsque Gy = Sp(2m) (resp. G1 # Sp(2m)), et on définit de méme by. On pose

n n

Q( 22 vy ®y;) = > bi(vj,v—;) st Ga = Sp(2n), Spin(2n) ou O(2n),
2 =

et Q( > v;®@y;) = > bi(vj,v_;) — b1 (v, vp) si Ga = Spin(2n + 1) ou O(2n + 1).
i=n =1

On voit facilement que la polarisation de @) est by ® by et que ) peut également

étre définie par la formule
m

QY z;®w;)) = i bo(wj, w_;) si G1 = Sp(2m), SO(2m) ou Spin(2m),

j=—m j=1
et Q( Y. x;Qw;) = Y ba(w;j, w_;)—ba(wo, wo) si Gy = Spin(2m + 1) ou SO(2m + 1).
j=—m j=1

Si Gy # Spin(2m + 1), on peut décomposer V;® V5, de dimension paire, en somme
directe de sous-espaces totalement isotropes maximaux. Si G; = Spin(2m + 1), Vi ®
V5 est de dimension impaire et on a V; ® Vo = K(xg®yo) ® N ot N est 'orthogonal
de K(zo®yo), c’est-a-dire le sous-espace de V; ® V4 engendré par les z; ® y;, (4,7) #
(0,0). On peut décomposer N en somme directe de sous-espaces totalement isotropes
maximaux. On donne ci-dessous, pour chaque groupe, deux telles décompositions :

1. Si G; = Sp(2m) ou G; = SO(2m), on a V1 @ Vo = Ny & (V; ® Vo) et
ViaV,=N, @ (Viy ®Va).

2. SiG; =S02m+1),onaVieVe=Na(VieVey)et ViaVe=No@((ViL®
Vo) @ (Kxo @ Vo).

3. 81 Gy = Spin(2m+1),ona N =N, & (V1 ® Vay) ® (Viy ® Kyp)) et N =
Ny @ (Vig © Vo) @ (Ko ® Vay)).

4. Si Gy = Spin(2m), on a Vi @ Vo = Ny @ (V1 ® Vou) @ (Viy @ Kyg)) et
VioV,=N, @ (Viy ®Va).

On pose C(Q) = Cliff (V1®V3) si G; # Spin(2m + 1) et C(Q) = Cliff , (V1 ®V3) ~
Cliff (N) sinon. On a vu que AN; et AN, sont des C(Q)-modules simples, et I’algébre
C(Q) a un unique module simple. Il existe donc, & multiplication par un scalaire prés,
un unique C(Q)-isomorphisme ¢ entre AN et AN;. Par ailleurs, pour chacune des
paires (G1,G2), ANy est un Gj-module et AN, un Go-module : si G = Pin(2n) ou
Spin(2n + 1), on a un isomorphisme vectoriel naturel entre AN, et (AV2)®" @ AV, .
Comme AV, = S est la représentation spin de G5, on peut munir ANy d’une
structure de Go-module. On fait de méme pour G; = Spin(2m) ou Spin(2m + 1).
Ainsi lisomorphisme ¢ fait de ANy et ANy des (G, G2)-modules isomorphes par
transport de structure, et on désigne par M ce (G1, Gs)-module. On rappelle que
pour tout G-module M, on appelle commutant de M D'algébre Endg(M).

Théoréme 4.3 [2/M est un G1xGo-module. De plus, M est un Gy-module (resp.G1 -
module) basculant dont le commutant est engendré par Uaction de G (resp. G3).
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En particulier, M est une (G1, G) paire duale. Notons que la (SO(2m + 1), Pin(2n))
paire duale est aussi une (O(2m + 1), Spin(2n)) paire duale, et la (SO(2m), O(2n))
paire duale est aussi une (O(2m),SO(2n)) paire duale. Ce constat sera utile au
dernier chapitre, ot on a besoin de (G1,G3) paires duales avec Go connexe. Notons
également que ces deux “nouvelles” paires duales n’en sont pas, puisqu’en permutant
G et G5 on les retrouve dans notre tableau.

On peut expliciter I'isomorphime ¢ & 'aide du lemme et de la proposition qui
suivent.

Lemme 4.4 | existe un unique C(Q)-isomorphisme ¢ de ANy sur ANy qui envoie
Losur N2y ATy 2 @ ;.

Démonstration. On sait déja qu’il existe, & multiplication par un scalaire pres,
un unique C'(Q)-isomorphisme ¢ entre ANy et ANy, il nous faut donc simplement
calculer ¢(1). On définit deux éléments v, v' de C(Q)) comme suit :

1. v" est le produit des z; ® y; € Ny N No.

2. v est le produit des z; ® y; € Ny \ N1 N Ny, c’est-a-dire le produit des z; @ y; €
Vip®@ Vo,

On veut montrer que (1) est le produit des z; ® y; € Na \ Ny N Ny, c’est-a-dire
le produit des z; ® y; € Vi ® Voy. En utilisant les résultats du premier chapitre,
on voit que v agit par multiplication extérieure sur AN; et par dérivation sur AN,,
et v agit par multiplication extérieure sur AN; et AN5. On a donc v -1 # 0, d’ou
v-p(l) = @(v-1) #0, et de méme v' - (1) # 0. En considérant 1'action de v sur
ANy, il vient p(1) = (A2 Ajoy 2 @ y;) A w avec w € AN, et action de v’ sur
AN, montre que w est scalaire. a

Proposition 4.5 Soit

u=_( N\ mey)A( N\ z0y)ecAN

(i,j)te (i,j)GQQ
avec
O c{-1,...,—m} x{=1,...,—n} si Gy = Sp(2m) ou G; = SO(2m),
O C{0,...,—m} x{-1,...,—n} st G; = SO(2m + 1),
O c{-1,...,—m} x{0,...,—n} si G = Spin(2n),
Q c{0,...,—m}x{-1,...,—n}uU{-1,...,—m} x {0} si G; = Spin(2m + 1),
Qo C{1,...,m} x{-1,...,—n},
Q={-1,...,—m} x {1,...,n}.
Alors

pw) =% N\ moy)A( N\ z©y) e AN
(i,5)€ (4,) €\ -
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Démonstration. Dans chaque cas, 2 (resp. {23) est 'ensemble des indices (i, j) tels
que z; ® y; figure dans u et x; ® y; € Ny N Ny (resp. Ny \ Vi N Ny). On peut écrire

u= (g jea, i ®y;) - (e, @y;) - 1,

p(u) = (Wi pea, i @ ;) - (i jea.vi @ y;) - p(1) € AN,

Notons que les différents facteurs du produit (Il jyeq, 2 ®@y;) - (I j)en, 7 ®y;) €
C(Q) anticommutent entre eux, 'ordre des facteurs n’a donc pas d’importance au
vu du résultat qu’on souhaite démontrer. Dans ANy, le produit I; j)eq,7; ® y; agit
par dérivation et le produit Il(; jyco,7; ® y; par multiplication extérieure. Comme
(1) = AL Nj—; z; ® y;, on obtient la formule voulue. O

1=—m

On énonce maintenant un résultat technique sur le comportement de I'isomor-
phisme ¢ par rapport aux sommes directes. Ce résultat intervient uniquement dans
la démonstration de la proposition 7.3, et on pourrait en fait s’en passer. C’est
pourquoi on se contente de I’énoncer pour la paire (G, Gy) = (Sp(2m), Sp(2n)).

Soit 1 < k < m. On note Uy, (resp. Uy 1) le sous-espace de V;, engendré par
(z1,...,7%) (resp. (Tgy1,...,Tm)), et on note Uy _ (resp. Uy _) le sous-espace de
Vi— engendré par (x_1,...,2_x) (resp. (T_g—1,...,Z_m)). Posons Uy = Uy + ® Uy, _,
Uy = Uy ®Up_. Soit @y, (resp. @x, @r) Iisomorphisme A(V; @V, ) 2% A(Vi_©V5)
(resp. AU, @ Vo) 25 A(Up— @ V), AUy @ Vo) 25 A(Uy,— @ V3)) qui envoie 1 sur
A" A 2 ®y; (resp. A;f_lAyzlm,-®yj, A" Aj_12:®y;). On a un isomorphisme
canonique entre A(V;®@Va_) et A(Up@Vo_ )@ A(Up®@V;_), ainsi qu’entre A(V;_®V5)
et A(U_ ® Va) @ AUy, ® V). On a donc un diagramme (non commutatif)

AU @ Vo) @ MU @ Vo) = A(Vi®Vho)

AUp- @ Va) @ A(Uy- @ Vo) ~ A(Vi_ @ Vh)

De la proposition précédente on déduit immédiatement le lemme qui suit.

Lemme 4.6 Si on identific de maniére canonique A(Vi ® Vo) avec A(Uy ® Vo) ®
AU, @ Vo) et A(Vi- @ Vi) avec AUy - @ V) @ A(Uy,— ® Va), alors on a

(er @ Pr) <(/\(i,j)er i ®Yj) ® (N jyems T ® yj)> = £¢Pm (/\(i,j)eﬂm T; @ yj)

pour tous QO C{—k,..., k} x {=1,...,—n},
Qe C{-m,....,~k—=1Lk+1,....m} x{-1,...,—n}
6tQm:QkUQk.

4.3 La correspondance \ < \

On définit maintenant la bijection A\ < A entre certains poids dominants de
G1 et de Ga. On prendra garde que pour le groupe O(2n + 1), on utilise o et non
pas 0. pour décrire ses représentations (voir la fin du paragraphe 1.3.2). Soit A un
poids dominant de G tel qu'on ait \y < n + % Cela signifie qu’on a l'inclusion
Y (A) C R(m,n), on R(m,n) est un rectangle de m lignes et n colonnes. Soit C le
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complémentaire de Y (\) dans R(m,n). En lui appliquant une symétrie par rapport
a la seconde diagonale on trouve un diagramme de Young Y, comme le montre
I’exemple suivant. On définit le poids dominant A de G5 comme suit.

1. Si G2 = Sp(2n) ou Spin(2n + 1), il existe un unique poids dominant A (demi-
entier si Gy = Spin(2n + 1)) de G5 de diagramme Y.

2. Si G5 = Pin(2n), on choisit 'unique poids A de Spin(2n) qui soit demi-entier
et qui vérifie A, >0 et Y(\) =Y.

3. Si Gy :~O(2n), notons 7 'unique poids dominant de G9 tel que 7, > 0 et
Y(n) =Y, et remarquons que A, = 0 si et seulement si 7, > 0. On pose A =7
siAN, =0, A=(n,+)si A, >0et A\=(n,—)si A\, <O.

4. Si Gy = O(2n + 1) et n est P'unique poids dominant de G9 tel que Y (1) = Y,
on pose A = (n,+)si A\, >0et A= (n,—)si A, <O0.

On a ainsi une bijection entre les poids dominants A de G tels que Y ()\) C

R(m,n) et les poids dominants A\ de G tels que Y (\) C R(n,m) (et qui sont demi-
entiers si Gy = Pin(2n) ou Spin(2n + 1)).

Ezemple 4.7 Si on considere la paire symplectique avec m = 3, n = 5, et A =
4€1+252+€3, OIla)\:3€1—|—262—|—2€3+154+065.

|
Y(A) - | ‘c Y ()

La premiére figure est celle de Y()\), la seconde représente I'inclusion Y (\) C

R(3,5) et la troisiéme montre Y ().

Pour pouvoir montrer dans la section suivante que \ < A est la correspondance
voulue, on doit d’abord exhiber un vecteur de M qui est Uy X Us-invariant de poids
(A, A). A chaque poids dominant A sous Gy tel que Y (\) C R(m,n), on associe un
vecteur vy € M qui est U; x Us-invariant de poids (A, A) et un vecteur v, € M
qui est U; x U, -invariant. Le vecteur vy est défini comme un produit extérieur de
certains x; ® y; € Ny, et v, est le produit extérieur des x; ® y; € Ny ne figurant pas
dans vy. En particulier on a vy A vy, # 0.

Supposons tout d’abors A,, > 0. Dans U'inclusion Y (\) C R(m,n), on associe a
la boite b située sur la ligne i < m et la colonne j I'élément 2z, = x; @ y;_n—1 de IVy,

comme le montre Uexemple ci-dessous. On pose vy = A 2z, € ANy, et on vérifie
beY (\)

immeédiatement que vy et vy ont les propriétés requises.

Si G; = SO(2m) et A, < 0, soit o7 € O(2m) défini de la méme maniére que
o € O(2n) au premier chapitre. Les vecteurs vy = 010,y et v, (= alv;()\)) ont les
propriétés voulues. Seule leur Uj-invariance (resp. U -invariance) n’est pas tout a
fait évidente : il faut remarquer que U; et U; sont stables par conjugaison par oy,
c’est-a-dire que o est quasi-semi-simple.
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Enfin si G; = Spin(2m) et A, < 0, on procéde de méme : on fait agir trivialement
o1 sur la représentation spin de Spin(2m), on obtient ainsi une action de o sur AN,
et on pose vy = 010;(x) A (T—p @ Yo)-

Ezemple 4.8 Soit m = 3, n = 6 et (G1,Gs) la paire symplectique. On pose A =
4e1 + 3e9 + 2e3. Le tableau qui suit montre I'inclusion Y (\) C R(2m,n).

| y-6| y-s5| y-a| y-s| y—2| y-1|
T |

T_2
T_1

On a
2y =22 Y_5 ,

D=21QY N1 QY 5 NT1 QY 4 NT1 QY3
NToQY e NTa@Y-5NTaQY—4
N 23Q@Y-6N\x3DY_s,

Uy =21 QY 2Nx QY
NToQY 3NT2@Y 2 NTa @Y1
NT3QQY 4NT3QY 3NT3QY 2 Nx3QY1
NT3RYeNT3QYs5NT3QY 4NT 3QY 3NT 3Q0Y2NT_30Y—
NToQ@YgNT 2QY s ANT 2QY 4NT 2QY 3NT 2QY 2 NT_ 2Ry
NT QYN 1QYsNT 1QY UNT 1 QY 3NT1QY 2NT_1QY_1.

4.4 Echange des dimensions et des multiplicités

Soit M un Go-module basculant. On note ¢ I'injection canonique de H°(Us, M)
dans M. On définit également Ho(Uy , M) = M/I, ou I est le sous-espace engendré
par les gv — v, avec g € U, et v € M, et on désigne par 7 la projection canonique
de M sur Hy(Uy ,M). Soit C' = Endg,(M) le commutant du Gy-module M, et
notons Ss(M) le C-module H°(Uy, M) s pour tout poids dominant 3 de Go. Si Gy =
O(2n) ou O(2n + 1), rappelons que (8 peut désigner un couple (n,¢) avec n € Py
et € € {+, —}, et on parle de vecteurs de poids  au sens de la définition 1.14. Soit
T(M) Iimage de 7 o4 : H'(Uy, M) = M 5 Hy(Uy , M). C’est un C-module et un
Hjy-module dont on note T3(M) le sous-espace de poids 3. On note [M : T5(0)] la
multiplicité, comme facteur direct, de T5(3) dans le module basculant M.
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Remarquons que la démonstration des deux résultats suivants qu’on trouve
dans [38], pour un groupe connexe, est également valable pour les groupes O(2n),
O(2n+ 1) et Pin(2n).

Lemme 4.9 (/38/, lemme 7.8) On a [M : T5(8)] = dimT3(M), en particulier
Ts(T(y)) = {0} si B # v et Ts(T(5)) = Kp, ou Kg est le Hy-module de dimension
1 et de poids (3.

Proposition 4.10 (/38/, lemme 11.1) Soit 5 un poids dominant de Go tel que
Ts(M) # {0}
1. Le C-module Tg(M) est simple, de dimension [M : Ty(3)].

2. Soit Zz(M) le noyau du morphisme surjectif de C-modules Sg(M) — Tz(M)
induit par ™ oi. On a Zg(M) = Rad(C)Ss(M), ot Rad(C) est le radical de
C.

3. En particulier, tout v € Sg(M)\ Zg(M) engendre Sg(M) et Tz(M) est l'unique
quotient simple de Sg(M).

On constate une similitude entre les propriétés de Sz(M) et celles des modules de
Weyl, ce que la proposition suivante précise. Notons auparavant qu’en caractéristique
nulle, Sz3(M) et T(M) sont isomorphes puisque Rad(C') = {0}, et la projection 7
est donc superflue. En caractérisque p, appliquer 7 & i(T'(\)) permet d’éliminer tous
les vecteurs Us-invariants de poids < A. On applique maintenant les résultats qui
précédent & M = M.

Proposition 4.11 Soit A € Pfr tel que \y < n+ % On a
1. T5(M) = Ly (A).
2. S5(M) = Ay(A).
3. dim L;(\), = [M,, : To(N)] pour tout p € P;.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que M, est facteur direct, comme G-
module, du Gy-module basculant M, et ainsi M, est lui-méme basculant, ce qui
justifie la notation [M, : To(\)].

1. Supposons G5 = Sp(2n), O(2n) ou O(2n + 1). On pose d = dim V;_ ®@ V, et on
considére Iapplication T’ : ANy — ANy définie par I'(w) = II(w A ¢(vy)), I
étant la projection naturelle de AN, sur ANy et ¢ étant 'isomorphisme entre
les modules de Clifford AN; et AN,. L’application II est U, -équivariante,
U, agit trivialement sur Im(I') car AN est de dimension 1 et ¢(vy) est
U, -invariant, ce qui montre que I' se factorise a travers Ho(U, ,M) en une
application T'. Comme T'(7(p(vy))) = T'(p(vy)) = ¢(va) A ¢(vy) est non nul,
on en déduit que m o i(¢(vy)) € T5(M) est non nul. Ce vecteur étant Us-
invariant de poids A, la proposition 4.10 donne le résultat annoncé.
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Si G5 = Pin(2n) ou Spin(2n+ 1), on prend d = dimV;_ ® Vo, I' : ANy —
A(Vi_ @ Va) ® AV, et I est la projection naturelle de AN, sur A4(V;_ ®
Vo) ® AV, Le reste de 'argument est identique, en particulier on voit que
Uy agit trivialement sur Im(I") car y_1 A --- Ay_, € AV,_ est de poids —w,
et donc U, -invariant.

2. Supposons Go = Sp(2n), Spin(2n + 1), O(2n + 1), Pin(2n), ou (G2 = O(2n)
et A\, = 0). En caractéristique zéro, on a S5(M) = A () : il suffit de reprendre
la démonstration du point précédent, valable en toute caractéristique. Le ca-
ractére de M ne dépend pas de la caractéristique, et comme le G3-module M
est muni d'une bonne filtration, on en déduit que dim S5(M) n’en dépend pas
non plus d’aprés 3.13. Comme la dimension de A;(\) ne dépend également
pas de la caractéristique, on a dim S5(M) = dim A;()) en toute caractéris-
tique. De plus on a vu que p(vy) € Z;(M), on déduit donc de 4.10 que S5(M)
est engendré par un vecteur Uj-invariant de poids A sous G7, et la propriété
universelle de A;(\) permet de conclure.

Si Gy = O(2n) et A = (1,s) avec n € PT, m, = 0 et s € {+,—}, on montre
comme ci-dessus que dim Sp, y(M) + dim S(,, _y(M), ¢’est-a-dire la dimension
de I'espace des vecteurs Us-invariants de poids 7 sous GY, vaut dim A;(\) +
dim A (7(\)) en toute caractéristique. On sait aussi que sit = s (resp. t = —s),
St (M) est engendré par un vecteur U;-invariant de poids A (resp. 7(\)) sous
G, la propriété universelle des modules de Weyl implique alors que S, ¢) (M)
est un quotient de A;(\) (resp. Ai(7()))), et on conclut comme auparavant.

3. On a (T5(M)), = T5(M,,) pour tout poids 1 de G;. En effet on a clairement
TS\<Mu) - (TS\<M))M’ et T5(M) = TZ\(@MM> = ZTS\(MM) = @(TZ\(M))M; d’ou
'égalité. Le lemme 4.9 donne alors dim Ly (), = dim(75(M)), = dim T5(M,,) =

ML, : TH(N)].
|

Il ne reste plus qu’a expliciter le Gy-module M,,. Remarquons que Vi_ et Kz,
sont des Hi-modules, si bien que Ny, puis ANy héritent d’une nouvelle structure de
Hi-module, qu’on désigne comme étant la seconde action de Hy sur AN5. On parle
simplement de l'action de H; sur ANy quand on veut parler de 'action naturelle de
Hy sur ANy, transportée via ¢ : AN — ANs.

Proposition 4.12 Soit v € AN, de poids v sous la seconde action de Hy. Le poids
de v sous laction de Hy est v+n ) e; si Gy = Sp(2m), SO(2m) ou SO(2m + 1),
i=1

1=
m

et v+ (n+3)> e si Gy = Spin(2m + 1) ou Spin(2m).

i=1
Démonstration. 11 suffit de démontrer cette formule pour les v qui sont des pro-
duits extérieurs des x; ® y;. Elle résulte immédiatement de la proposition 4.5 liant
v et o '(v) € AN; : suposons tout d’abord G; # Spin(V;). Pour tout E C
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{=m,...,m} x{0,...,—n}, on définit le poids u(E) de E (relativement & H;) par
WE)=>"" (Eiy — E;_)e; ou E; 4 (resp.E; _) est le cardinal de {j | (x;,y;) € E'}
(resp. {j | (z_i,y;) € E}. En reprenant les notations de 4.5, on voit que le poids de
w = o~ (v) sous Hy est p(Q1)+u(Ss), et le poids de v = p(w) sous la seconde action
de Hy est pu(1) + p(Q2\ =) = p() + () + p(€Q2) = (1) + () —n Zl €i-
Si Gy = Spin(2m + 1) ou Spin(2m), il faut prendre en compte la représentation
spin. Avec les notations de 4.5, on peut écrire €2; comme la réunion de deux ensembles
disjoints Qo et Q; tels que Qy C {—1,...,—m} x {0} et Q; C {0,...,—m} x
{=1,...,—n}. Alors le poids de w est
@)+ (@) + 1Y 55— 5 ),
JE—80 JE—Q0
et le poids de v sous la seconde action est

Qo) + () + 1) — 1 Z i

= () +u(Q)+3( X - X €j)+(M(Qo)—an:5i—%( > g 2. &)

J¢—%0 €= J¢—80 J€—o
m

= poids de w— > &;—n Z gi—3 2 €j+3 > g =poids de w—(n+3) > e
JE—Q =1 72— ]G Qo =1

O

Définition 4.13 Pour tout p =Y u;e; € Py entier (resp. demi-entier), on pose
i=1

AV = Q A1V, (resp. ANV = @ AvTaHiV,).
i=1 i=1

Corollaire 4.14 Pour tout u € Py (demi-entier si G; = Spin(2m + 1) ou Spin(2m))
on a les égalités entre Go-modules :

1. Si Gy = Sp(2m), SO(2m) ou Spin(2m), M,, >~ A*Vj.
2. 8i Gy =50(2m+ 1) ou Spin(2m + 1), M, >~ A"V, @ AV;,_.

Démonstration. D’ aprés la proposition précédente M, est I'ensemble des vecteurs

de AN, de poids v = Zl/ﬁl = u—nZaZ (resp.v = u — (n + )Z g;) sous la
=1
seconde action de H; si G1 # Spin(2m —|— 1) Spin(2m) (resp. G; = Spln(2m +1) ou

Spin(2m)).

1. Si G; = Sp(2m),S0(2m) ou Spin(2m), une base de M, est la famille des
A N\ z_;®y; € ANy avec cardJ; = —v; = n — p; pour tout i si G; = Sp(2m)
i>1jeJ;
ou SO(2m), et cardJ; = —v; = n + % — p; pour tout i si G = Spin(2m).
On en déduit un isomorphisme de Ga-modules ¢ : A*V, — M, qui envoie
®i(/\j€Ji y;) sur ®i(/\je]i T @ Yj)-

2. Si G; = SO(2m+ 1) ou Spin(2m + 1), une base de M, est la famille des
A N - ®y; € ANy avec Jy C {—1,...,—n}, et pour tout i # 0 : cardJ; =
i>0 jeJ;
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—v; = n—pu; si G = SO2m+1) et cardJ; = —y; = n+%—/¢i si G =
Spin(2m + 1). On en déduit un isomorphisme de Go-modules ¢ : A*V, ®

AVy_ — M, qui envoie (®i;£0</\jeji yj)) ® (/\je]o y;) sur ®i(/\jeJi T @ yj).
O

Corollaire 4.15 Soient A € Pj tel que Ay < n + % et u € P.
Si Gy = Sp(2m), SO(2m) ou Spin(2m), on a dim Ly(A), = [A*V, : To(N)].
Si Gh1 =S0(2m + 1) ou Spin(2m + 1), on a dim Ly (X), = [A*Vo@AVa_ : Th(N)].

m
Dans tous les cas, les poids =Y pe; de Li(X\) vérifient |p;| < n+ % pour tout i.
i=1
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Chapitre 5

Caracteéres en caractéristique zéro

On se propose dans ce chapitre de retrouver les formules combinatoires don-
nant les caractéres des groupes classiques en caractéristique zéro. Cela nous permet
d’introduire des définitions qui serviront dans le chapitre suivant, et de séparer les
difficultés liées a la caractéristique et celles liées a la combinatoire.

Méme dans ce cadre, le recours aux paires duales est intéressant : classiquement,
les démonstrations des formules qui expriment les valeurs des caractéres des groupes
classiques en termes de diagrammes de Young se réduisent a des manipulations
combinatoires faisant intervenir des bidéterminants (reformulations de la formule
des caractéres de Weyl) et des identités entre polynomes symétriques. Les paires
duales permettent de minimiser la partie combinatoire et lui donnent davantage de
sens, en montrant qu’elle traduit la décomposition de certains produits tensoriels de
représentations du groupe auxiliaire.

Pour déterminer le caractére d’une représentation L(A), nous procédons comme
suit. On traite d’abord le groupe symplectique, dont la combinatoire est la plus
simple. On réunit les résultats des chapitres précédents, ce qui permet d’exprimer le
caractére de la représentation L(\) de Sp(2m) en termes de suites de pseudo-GL(2)-
tableaux gauches, suites qu’on concaténe en pseudo-Sp(2m)-tableaux, eux-mémes
transformés en Sp(2m)-tableaux de forme Y (\). On applique ensuite le méme schéma
aux autre groupes.

On conclut ce chapitre par une démonstration du théoréme 1.18, qui donne les
caractéres de O(2n) sur la seconde composante connexe de ce groupe. On utilise
pour cela la paire duale (SO(2m), O(2n)), mais les roles sont inversés par rapport a
ceux du chapitre précédent : on veut calculer les caractéres irréductibles de O(2n),
et c’est SO(2m) qui est le groupe auxiliaire.

5.1 Synthése des chapitres 2 et 4

Montrons comment les chapitres précédents nous permettent de trouver des for-
mules de caractéres. Soit G = G = Sp(2m) et soient A € P, et u € P;. Grace aux
paires duales, on sait que si on fixe un entier n > Ay, une (Sp(2m),Sp(2n)) paire
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duale nous donne la formule dim L;()\), = [A*Vj : Ly()\)]. Tl nous faut donc itérer
des produits tensoriels de puissances extérieures de V5 et traduire les multiplicités
sous forme combinatoire a I'aide des résultats du chapitre 2. Rappelons tout d’abord
quelques définitions classiques.

Définition 5.1 Soit Y un diagramme de Young. Un tableau T de forme Y est
un remplissage des boites de Y par des entiers strictements positifs. Pour tout 1
on note T; le nombre de boites de T' ayant le numéro i. Si la numérotation de T
est croissante au sens large dans chaque ligne (parcourue de gauche & droite) et
chaque colonne (parcourue de haut en bas), pour tout i on note Ti] le diagramme
de Young constituée des boites de numéro < i. On dit que T est semi-standard si la
numérotation est croissante au sens large dans chaque ligne et strictement croissante
dans chaque colonne.

On obtient immédiatement que la multiplicité de L(\) dans A*V; est le nombre de
suites de pseudo-GL(2)-tableaux gauches sur des diagrammes gauches A0 = Al At —
Yoo — 4™ avec Y = 0, ™ = X et pour tout 7, les tableaux gauches sur
=1 — ~% sont de poids p;. Considérons une telle suite, et pour tout i remplacons
1 par 2i — 1 et 2 par 2i dans le tableau gauche sur v*~! — ~%. En imbriquant ces
tableaux gauches les uns a la suite des autres, on obtient un tableau 7" sur un certain
diagramme de Young. Indiquons briévement comment retrouver les poids ' et les
diagrammes gauches v*~1 — ~* & partir du tableau T'. Par construction on sait déja
que v — 4t = T[2i] \ T[2i — 2] pour tout i, et une récurrence immédiate sur ¢
montre que R(n,i) C T[2i] et Y (y%) = T[2i] \ R(n,4) pour tout i.

On a en particulier Y/ (\) = T[2m] \ R(n,m). Ceci nous améne a introduire les
définitions suivantes, notamment celle de pseudo-Sp(2m)-tableau.

Définition 5.2 Un GL(m)-tableau T est un tableau semi-standard dont les numéros
sont compris entre 1 et m.

Définition 5.3 Un pseudo-GL(m)-tableau est le transposé d’un GL(m)-tableau (autre-
ment dit les numéros sont compris entre 1 et m et la numérotation est strictement
croissante dans chaque ligne et croissante au sens large dans chaque colonne).

Définition 5.4 Soit Y un diagramme de Young. Un Sp(2m)-tableau T de forme Y
est un GL(2m)-tableau de formeY ou, sit) <ty < ... sont les numéros des boites
situées sur la premiére colonne de Y, on a t; > 2i — 1 pour tout 1.

Le poids de T est > (Toi—1 — To;)e;.
i=1

Fixons n > 1, et rappelons que R(n,j) désigne le diagramme rectangulaire a n
lignes et 7 colonnes.
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Définition 5.5 Supposons R(n,m) CY C R(n,2m). Un pseudo-Sp(2m)-tableau T
de forme Y est un pseudo-GL(2m)-tableau tel que pour tout i < m on a R(n,i) C
T[24].

Le poids de T est > (To; — Toi—1)e;.

=1

On notera que la définition du poids n’est pas la méme pour les Sp(2m)-tableaux
et les pseudo-Sp(2m)-tableaux, et on remarquera que la notion de pseudo-Sp(2m)-
tableau dépend de I'entier n fixé.

Le tableau 7" obtenu par juxtaposition de pseudo-GL(2)-tableaux gauches est
donc un pseudo-Sp(2m)-tableau de forme Y (A + mw,) (qui est le diagramme Y ()
auquel on a ajouté un rectangle R(n,m)). Ainsi dim L(\), est le nombre de pseudo-
Sp(2m)-tableaux de forme Y (A + mw,) et de poids p. On établit dans la section
suivante une bijection naturelle entre les pseudo-Sp(2m)-tableaux de forme Y (A +
mwy,) et les Sp(2m)-tableaux de forme Y'(\). Cette bijection élimine la dépendance
en n et permet d’exprimer dim L(\), en termes de tableaux sur Y (\).

5.2 Une correspondance entre tableaux

Soit G = Sp(2m), considérons un pseudo-Sp(2m)-tableau de forme Y avec
R(n,m) CY C R(n,2m), et soit C = R(n,2m) \ Y. En appliquant a C la symétrie
par rapport a la seconde diagonale, on trouve un diagramme ¢(Y') C R(m,n). A tout
pseudo-Sp(2m)-tableau T de forme Y, on associe un tableau ¢(T") de forme ¢(Y) de
la maniére suivante (voir 'exemple ci-dessous). Comme Y C R(n,2m), le tableau T
est une numérotation partielle de R(n,2m), et sur chaque ligne de R(n,2m), tout
numéro figure au plus une fois. On compléte cette numérotation de telle sorte que
sur chaque ligne de R(n,2m), on trouve tous les entiers entre 1 et 2m, les numéros
rajoutés décroissant strictement de la gauche vers la droite. On obtient ainsi une
numeérotation des boites de ¢(Y), la numérotation étant strictement croissante dans
chaque colonne.

Ezemple 5.6 Si m = 3 et n = 5, la premiére figure est un pseudo-Sp(6)-tableau T’
de forme Y = (6,5,5,4,4), la seconde figure indique la numérotation de R(5,6) et
la troisiéme est le tableau ¢(7") de forme ¢(Y) = (4,2).

1[2[3]4]5]6] [1][2]3]4][5][6
1[2[4]5]6 1]2]4]5[6]3
T[1]3[4]5]6 1[3[4]5[6]2 ¢(T)1é2‘3‘
2[3]4]5 2[3]4]5]6 1
2[4]5]6 2[4]5]6]|3 1

Sur la ligne 4 par exemple, il manquait les numéros 6 et 1, on a donc complété
2345en23456 1.
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On dispose de méme d’une application v qui associe un tableau (7") de forme Y’
a tout Sp(2m)-tableau T' de forme ¢(Y"), la numérotation de ¢ (7") étant strictement
croissante dans chaque ligne. On veut prouver la proposition suivante.

Proposition 5.7 L’application ¢ est une bijection entre les pseudo-Sp(2m)-tableaus
de forme Y et les Sp(2m)-tableauz de forme ¢(Y'), son inverse étant . En outre ¢
et 1 préservent le poids.

Lemme 5.8 Si T est un pseudo-Sp(2m)-tableau de forme Y, alors ¢(T) est un
Sp(2m)-tableau de forme ¢(Y').

Démonstration. Etablissons tout d’abord que ¢(T") est un tableau semi-standard. Il
suffit d’établir la croissance au sens large de la numérotation dans chaque ligne, et on
peut se réduire au cas n = 2, ¢’est-a-dire au cas ou ¢(Y") a au plus deux colonnes. Ob-
servons qu’'un tableau U sur un diagramme de Young est une numérotation croissante
au sens large sur chaque ligne et sur chaque colonne si et seulement si U|[j] est un dia-
gramme de Young pour tout j. On doit donc montrer que ¢(7)[j] est un diagramme
de Young pour tout j. La numérotation étant strictement croissante dans chaque
colonne de ¢(7T), il suffit d’établir que la premiére colonne de ¢(T')[j] a au moins
autant de boites que la seconde. Pour tout diagramme de Young V', notons L, (V)
(resp.Lo(V), C1(V'), C2(V)) le nombre de boites dans la premiére ligne de V' (resp.
seconde ligne, premiére colonne, seconde colonne). On a Cy(¢(T)[j])+L2(T[j]) = j =
Cal@(T)]j]) + La(T1j)), d'on Co(o(T)[)) — Calé(D)j) = La(TTj]) — La(Tj]) = 0.
Ainsi ¢(T") est un tableau semi-standard.

Pour tout j, soit ¢; (resp. ¢}) le nombre de numéros < 2j sur la premiére colonne
de ¢(T) (resp. la ligne n de T)). Il résulte des définitions que ¢; > j, et on a q; +q; =
27, d’ou ¢; < j et t;1 > 2j. Ainsi ¢(T') est un Sp(2m)-tableau de forme ¢(Y). O

Démonstration de la proposition. Le lemme 5.8 montre que ¢ est a valeurs dans
'ensemble des Sp(2m)-tableaux de forme ¢(Y'), et un lemme analogue montrerait
que v est a valeurs dans I’ensemble des pseudo-Sp(2m)-tableaux de forme Y. Les
applications ¢ et 1) sont alors clairement inverses I'une de I'autre. Enfin si 7" est un
pseudo-Sp(2m)-tableau de forme Y, on voit que T+ ¢(7"); = n pour tout j, et donc
Toi — Ty = ¢(T)2i—1 — @(T)2; pour tout i, ce qui prouve que ¢ préserve le poids. O

Via cette correspondance, dire qu’on a exactement (resp. au plus, au moins) [
boites de numéro < j sur la ligne k de T" équivaut a dire qu’on a exactement (resp.
au moins, au plus) j — [ boites de numéro < j sur la colonne n+ 1 — k de ¢(T').

5.3 (G-poids des G-tableaux

On définit dans cette section les G-tableaux, GG étant un des nos cing groupes clas-
siques connexes, et leur G-poids. Soit Y un diagramme de Young et 7" un GL(2m)-
tableau de forme Y. On note ¢, , le numéro de la boite a I'intersection de la ligne u
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et de la colonne v. On note également ¢; < to < ... les numéros des boites situées
sur la premiére colonne de 7. On rappelle pour commencer la définition 5.4 d’un
Sp(2m)-tableau.

Définition On dit que T est un Sp(2m)-tableau de formeY et de poids i si on a

t; > 2i — 1 pour tout i et > (To;_y — To;)e; = pu.
i=1

Définition 5.9 On dit que T est un Spin(2m + 1)-tableau de forme Y et de poids

posion at; >2i—1 pour tout i et si Y (To;—1 — Toi)e; = p+ % > Eein
i=1 1=1

On remarque qu’un Spin(2m + 1)-tableau 7" de forme Y n’a pas un poids déter-
miné, il y a en fait exactement 2 poids u tels que 1" soit de poids p. Dans la section
suivante, on montre que la dimension de L()\) est le nombre de G-tableaux de forme
Y(A). Si G = Spin(2m + 1), la dimension de L()) est donc le nombre de Sp(2m)-
tableaux de forme Y () multiplié par 2™, autrement dit dim L(\) = 2" dim L'(\),
L'(\) étant la représentation de Sp(2m) de plus haut poids A. Cette formule peut
aussi se déduire facilement de la formule des dimensions de Weyl.

Définition 5.10 On dit que T est un Spin(2m)-tableau de formeY et de poids p si

on at; > 2i—1 pour tout i, Y (To1—Ta)e; = ,U-f—% > +ey, ainsi que les conditions
i=1 i=1
sutvantes :
1. Si Ty — To; = pi; — %, alors pour tout j, ti; = 2t implique t;_q ; = 20 — 1.

2
2. 81Ty 1 —To = i + L alors t; # 21— 1.

27

Définition 5.11 On dit que T est un SO(2m + 1)-tableau de formeY et de poids

sion at; > 2i—1 pour tout i, Y (To;—1—Toi)e; = p ainsi que la condition suivante :
i=1
st 1 est tel que t; = 21 — 1, on peut placer un # a droite de t;, dans la méme boite.

Les 21 — 1 accompagnés d’un # ne sont pas comptabilisés dans le calcul de Ty;_1.

Définition 5.12 On dit que T' est un SO(2m)-tableau de forme Y et de poids p si

on at; > 2i—1 pour tout i, Y (To;—1 —To;)e; = p ainsi que les conditions suivantes :
i=1

1. Sit; < 2i, on doit placer un signe s; € {+,—} a droite de t;, dans la méme
boite. On convient de poser to =0 et sg = +.

2. 85tonati_1 <2i—2ett; =21 pouruni>1, on a s; = —s;_1.
. stonati1<2—2ett; =20—1pouruni>1, onas; =s;_1 et pour tout

j, tiJ =2 Zmplzque ti*l,j =2¢— 1.
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5.4 Caractéres en caractéristique zéro

Soit G un de nos groupes classiques connexes. Si G = SO(2m) et A, # 0, on
convient que dans tout G-tableau de forme Y (\),on a s, = + si A, > 0 et s,,, = —
si A < 0. Avec cette convention, on a si G = Sp(2m), SO(2m + 1), SO(2m),
Spin(2m + 1) ou Spin(2m) :

Théoréme 5.13 Pour tout A\ € P" et tout y € P tel que pp < \, la dimension de
L(\),, est le nombre de G-tableauz de forme Y (X\) et de poids p.

Démonstration. On fixen > A\ — % et on considére la (G, G2) paire duale M telle
que G = G. Soit T un Sp(2m)-tableau de forme Y (), ¢(T") étant la juxtaposition
d’une suite de pseudo-GL(2)-tableaux gauches sur les diagrammes gauches 7° —
Lt — A2 .., y™t — 4™ Pour chaque groupe G, il nous faut vérifier que les
différentes conditions portant sur les pseudo-GL(2)-tableaux font de 7" un G-tableau
de poids .

1. Si G = Sp(2m) le résultat découle immédiatement des discussions précédentes.

2. Si G = Spin(2m + 1), seule la condition portant sur le poids demande une
vérification. On a 7% = w,, ™ = A, et le tableau gauche sur v*~! — % est de
poids n— (n+3 — ;) = i —3 oun—(n+1 — ;) +1 = p;+ 3, d’ott la formule
voulue.

3. 81 G =8S0(2m+1),ona”"=w,, v =X En vertu de 2.11, si on a un i
tel que 75" =~ = %, on peut avoir un 2i# dans I'unique boite située sur la
ligne n de v~* — 4*. Comme Y'(v") = ¢(T)[2] \ R(n,i), la condition 7, = 3
équivaut a dire qu’il y a exactement ¢ boites de numéro < 2 sur la ligne n de
(T, ce qui équivaut aussi a dire qu’il y a exactement i boites de numéro < 2i
sur la premiére colonne de 7', c’est-a-dire ¢; < 2¢ puisqu’on a t;11 > 2¢ + 1.
Par conséquent si t; 1 < 2t — 2 et t; < 2¢ on peut avoir un 2:¢# sur la ligne n
de ¢(T'), dans 'unique boite dont le numéro est 2 — 1 ou 2i. Sur la premiére
colonne de 7" on a également une unique boite dont le numéro est 2¢ — 1 ou
2i, et ce numéro est 2i (resp. 2¢ — 1) si le numéro sur la ligne n de ¢(7) est
2i — 1 (resp. 2i). On diése le 2i — 1 de T lorsque le 2i de (7)) est diésé, et
on vérifie que ce (2¢ — 1)# ne doit pas étre pris en compte dans le calcul du
poids. Finalement, si t;_ 1 < 2i — 2 et t; < 2i on peut avoir un (2i — 1)# sur
la premiére colonne de 7', nécessairement sur la ligne 7, ce qui équivaut a la
condition de I’énoncé.

4. Si G = SO(2m), on considére en outre une suite so, ..., s, avec s; € {0,+, —}
pour tout i et (7%, 50) = (0,4), (Y™ 8m) = A si A # 0, (™, 5m) = (X, 0)
sinon. La multiplicité de L(v%,s;) dans AV, ® L(77%,s;_1) est donnée par la
proposition 2.11, et on en déduit des conditions sur 7. Si 751 = ~° = 0 et
si_1 = S, il n’existe pas de j tel que (7;-_1 =0et ¥(T) aun 2i — 1 et pas
de 2i sur la ligne j). La condition 7!, = 0 équivaut a t; < 2i, et sous cette
hypothése on met le signe s; a droite de ¢; dans la méme boite. On a s,_1 = s;
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si et seulement s’il n’existe pas de j tel que (on a exactement i — 1 boites de
numéro < 2i — 2 sur la ligne j de ¢(7T') et (7)) a un 2i — 1 et pas de 2i sur
la ligne j), c’est-a-dire qu’ il n’existe pas de j tel que (t;_1; < 2i —2 et T
a un 27 et pas de 2i — 1 sur la colonne j). Comme t;41; > t;41 > 2i + 1, la
condition se réécrit : il n’existe pas de j tel que (t;i_1; < 2i — 2 et t;; = 21).
Si it =~ =0, o0n as;_; = —s; si et seulement si ¢(T) a un 2 — 1 et
pas de 2¢ sur la ligne n, ce qui signifie que 7" a un 2¢ et pas de 2 — 1 sur
la premiére colonne, autrement dit £; = 2. Résumons les conditions obtenues
sous 'hypotheése t; 1 <21 —2et t; < 20:

(a) si—1 = s; si et seulement s'il n’existe pas de j tel que (t;_1,; < 20 —2 et

tij = 2i).

(b) s;_1 = —s; si et seulement si ¢; = 2i.
Ces conditions sont clairement équivalentes a celles de I’énoncé.

5. Si G = Spin(2m), on considére encore une suite so, ..., s, avec s; € {+, —}
pour tout i et (7°,s0) = (0,+), (7", sm) = A. Pour tout i, le tableau gauche
sur 77! — 7 est de poids ;& 1 et il vérifie la condition suivante : s'il est
de poids p1; — 3, il n’existe pas de i tel que (’y;_l =0et Y(T)aun 2i—1et

pas de 2¢ sur la ligne j), et s’il est de poids p; + % et v~1 = 0, le numéro

21 — 1 figure sur la ligne n. La premiére possibilité a déja été traitée dans le

cas G = SO(2m), on peut donc supposer que le poids est j; + 2 et vi~1 =0,

1

n
c’est-a-dire que la i®°® composante du poids de T' est j; + % et 2251;1 < 2i— 2.
Alors le numéro 2¢ — 1 ne figure pas sur la premiére colonne de T'. Ceci se
reformule en : si la ™ composante du poids de T est p; + % et t;_1 < 21— 2,
alors t; # 2i — 1. Mais il est évident que si t;_1 > 2i — 1, alors t; # 2i — 1, et
la condition sur ¢;_; est donc superflue.

Il reste a traiter la condition portant sur s,,, a savoir s,, = 1 si et seulement
si A, > 0. Pour cela, il nous faut déterminer s,,. On rappelle les notations du
premier chapitre : 0, = —id et 0 = o.h.. Soit w; le vecteur de plus haut poids
de Ly(N), sur lequel o agit par multiplication par s,. Comme gi(h) = —
pour tout 4, on voit que o, agit sur w; par multiplication par s,,(—1)="%.
Considérons maintenant un produit tensoriel A”*é_‘”Vg@L(v"’l, Si_1) SOUS 0.
Si L(v%, s;) en est un facteur direct, on a vu que o, agit par multiplication par
s; = si1(—1)" 27 sur L(7%). On trouve donc (—1)ZM+a—m) = g (—1)ZH,
SiA, >0,ona), S\H—Z()\i—%) =mn,etsi\, <0,ona), S\i—i—zi#m()\i—%)—
Am—3 = mn. On en déduit s, = (—1)=X ) s\, > 0 et s, = —(—1)2Pi7m)
si Ay < 0, et la condition devient » (A\; — ;) pair, ce qui est automatique si
A > .

O

On voit facilement que ces formules sont identiques a celles de Proctor [40] ou
Koike et Terada [30], en s’appuyant sur la remarque suivante lorsque G = SO(2m) :
si on considére un SO(2m)-tableau sur Y () et qu’on omet, dans un premier temps,
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la condition sur s,,, on voit que tous les signes sont déterminés si on connait le
tableau non signé et les signes sur les lignes 7 + 1 telles que la ligne ¢ ne porte pas
de signe et la ligne 7 + 1 porte un signe, c’est-a-dire t; = 2i + 1 et t;,1 = 2¢ + 2.

5.5 Caractéres de O(2n) en caractéristique zéro

On se propose ici de démontrer, a 'aide des paires duales, la formule donnant
le caractére des représentations irréductibles de O(2n) sur la seconde composante
connexe de ce groupe. On rappelle briévement I’énoncé du théoréme 1.18 donnant
cette formule. On introduit les notations suivantes : pour tout [ > 1 et tout poids
dominant A de Sp(2l), L®)()\) désigne la représentation irréductible de Sp(21) de
plus haut poids A. Si A est un poids dominant de SO(2n) tel que A\, = 0, on pose

XTLOA+) = D (dim (A, +) (g — dim LA, +) o) e
Hn=0

et on identifie A = 327"'&; a un poids dominant de Sp(2n — 2).
Théoréme Soit A un poids dominant de SO(2n) tel que A\, =0. On a
X°L(\, 4) = ch L2 ()).

Pour démontrer ce théoréme, on considére la paire (G, Gs) = (SO(2m), O(2n)),
mais on inverse les roles : on calcule le caractére d’une représentation de G5 en étu-
diant les produits tensoriels des représentations de GG1. Le principe de la preuve étant
toujours le méme, on se contente d’en exposer les points clés. On notera l'inversion
de la notation A, qui désigne ici le poids de GG; correspondant au poids A de Gbs.

Proposition 5.14 Soit v € AN; de poids v sous la seconde action du tore de

n

SO(2n). Le poids de v sous l'action de ce tore est v+ m Y &;.
i=1
Corollaire 5.15 Pour tout poids i de SO(2n) on a M,, = A*V;.

Proposition 5.16 Soit p un poids de SO(2n) avec p, = 0. On a les égalité entre
G1-modules

n—1
M) = i (204) € @ A™ 14,
i=1
n—1
M(%,) = L1(2w_) &® ® ARV
i=1
Démonstration. A T'aide de 4.5, on obtient immédiatement les inclusions suivantes

dans ANV; :
n—1
(L1 @Y ) A ATt ®Yn) A (T @ Y—n) @ QA" VIR y_;) C M1,

i=1
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n—1
(L1 @Y ) AN AT 1 @Y-p) ATy ®Y—p) @ QAT H VI ®@y_y) C M),
i=1
et comme M, 1y, M, _) sont des GG;-modules, on en déduit

n—1
Li(2wy) @ @ A™ V) C My 4,
i=1
n—1
Li(2w.) ® @ A"V, € My,
=1
n—1
De plus MM = A*V7, MM = M(MJF) D M(#’,) et APV = (L1(2w+) X ® Am_‘ui‘/l) D
=1

n—1
(Ll(Qw_) ® & Am‘“Vl), ce qui achéve la démonstration. O
i=1

On a maintenant tous les résultats nécessaires a la démonstration du théoréme
1.18. Soit A un poids dominant de SO(2n) tel que A, = 0 et considérons la représen-
tation L(\,+), ot o agit trivialement sur le vecteur de plus haut poids A. On fixe
m > A1, et on remarque que le poids correspondant A de Gy vérifie A, > 0. On doit
prouver que pour tout poids p de SO(2n) tel que w,, =0 on a

dim L(\, +) (1) — dim L(\, +) () = dim L2 (N),,.

n—1
Posons S* = @ A" #V;. D’aprés ce qui précede, dim L(A, +) 4y —dim L(X, +) ()
i=1
= [S" ® Ly(2w.) + L1(N)] = [S* ® Ly(2w_) : L1(N)]. Si on tord la représentation
St ® L1 (2w, ) par o, on voit immédiatement que ch S*(ch L; (2w, ) —ch L (2w_)) est
dans le Z-module engendré par la famille libre (ch Li(8) — ch L1(7(5)))s,,>1, et la
multiplicité de ch L; (X) dans ch $#(ch Ly (2w,) — ch Ly (2w_)) est la méme que celle
de ch Ly(\) — ch Ly (T(N)).
Or la proposition 2.3 nous donne, si 3 € P;" est tel que 3, > 1 :

ch A'"Vi(ch Ly (8) — ch Ly(7(8))) = Y _(ch Li(7) = ch Li(7()))

(6:7)

ou les couples (9, ) vérifient

(i) Onad =G+ ¢ € P* ol ¢ est une somme de ¢; deux a deux distincts.

(i) On ay =+ ¢ — 1 € PT ou ¢ est une somme de ¢; deux a deux distincts.
(iii) Si & est le nombre de termes de ¢ et k celui de ¢, on a h + k = [.

(iv) vm > 1.

En retirant la premiére colonne des diagrammes Y (/3), Y (), on fait apparaitre
la combinatoire du groupe symplectique Sp(2m) : si on identifie les poids dominants
d de SO(2m) tels que 6,, > 0 a des poids dominants de Sp(2m), la multiplicité de
(ch Li(y)—ch Ly (7(7))) dans ch A'V;(ch Ly (3)—ch Ly (7(3))) est exactement la multi-
plicité de L™ (y— Yo i) dans A'V; @LE™ (-3 &;). On en déduit que la mul-
tiplicité de (ch Ly(A) — ch Ly (7(X))) dans ch A™ #n=1V; ... ch A "1V (ch Ly (2w, ) —
ch L;(2w_)) est la méme que celle de L™ (A — 377 &) dans A™ 1V, @ (- ®
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(Am=mV; ® LE™(0))...). En considérant la paire duale (Sp(2m),Sp(2n — 2)), on
voit que ceci n’est autre que dim LZ"=2)()),,.
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Chapitre 6

Caracteéres en caractéristique p

Dans ce chapitre, on doit apporter deux modifications notables aux raisonne-
ments du chapitre précédent sur les suites de diagrammes gauches v — 4!,y —
v ...,y — 4™ D’une part on doit avoir 7* € CY pour tout ¢ pour pouvoir
appliquer la formule modulaire de Verlinde (§3.3.3), d’autre part on doit exclure
certains tableaux gauches en vertu de cette méme formule.

On traite d’abord le groupe symplectique dans deux situations simples, déja étu-
diées dans [19] et [42] par des méthodes complétement différentes, ou la formule
modulaire de Verlinde n’apporte en fait aucun terme correctif a la multiplicité de
caractéristique zéro. On traite ensuite des cas particuliers analogues pour les autres
groupes classiques connexes, puis on énonce les formules de caractéres les plus gé-
nérales, en remarquant que leur domaine de validité différe de celui de la conjecture
de Lusztig. On termine ce chapitre en observant la stabilité, en un certain sens, des
formules de caractéres obtenues.

Notons qu’il est aujourd’hui possible de calculer numériquement des caractéres
en caractéristique p grace a quelques programmes disponibles sur le web (cf. [31]), et
c’est évidemment aussi le cas pour la caractéristique zéro (cf. [34], Maple ou Gap).

6.1 Formules particuliéres pour le groupe symplec-
tique

Dans les chapitres suivants (proposition 7.21, théoréme 8.16), on calculera le
caractére de n’importe quelle représentation fondamentale de Sp(2m). Le théoréme
suivant en est un cas particulier sous forme combinatoire, qui améliore un résultat
de Gow [19]. Notons que dans 1'énoncé ci-dessous, le poids p est nécessairement
conjugué a un poids fondamental d’apres 4.15.

Théoréme 6.1 Soit G = Sp(2m). Si | > m + 2 — p, dim L(w;), est le nombre
de Sp(2m)-tableaur T de forme Y (w;) et de poids p tels que pour tout i < m, le
nombre de boites de T'[2i] est > i+ 2 — p.
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Si p = 2, I"énoncé se simplifie : le nombre de boites de T'[2i] doit étre égal a i
pour tout ¢ < m puisque t;+; > 2i + 1. Par conséquent dim L(w,,) = 2™, les poids
de L(wy,) sont les poids conjugués a w,, et ils sont sans multiplicité.

Démonstration. On choisit n = 1, ce qui signifie que M est une (Sp(2m), Sp(2))
paire duale. On sait déja que pour tout i on a —1 < p; < 1, et la condition \ € C°
équivaut & m — [ < p— 2. Reprenons les notations de 3.27 : sion a 3,7 € C° et C, .,
non nul, la combinatoire de caractéristique zéro implique sq-y = 3,3+1ou f—1, en
particulier sq-v est dans 'adhérence de C,nq,mais 3.27 montre qu’on a aussi Sgp-7y en
dehors de cette adhérence, ce qui est absurde. On a donc D., = C,, pour tout v € C°.
Considérons une suite de diagrammes gauches 7 — 7', 4! — 4%, ... ™71 — 4™
avec 70 =0,7" =X =m — [ et v € C° pour tout 7. La multiplicité de T5(7") dans
A"HiV, @ Ty(7*1) est donnée par le nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de
forme 7"~! — 4" et de poids p;. La dimension de L;(w;), est donc le nombre de
tableaux Sp(2m)-pseudo-standard T de forme Y (2m — 1), de poids p et soumis a la
condition : le diagramme T'[2i]\ R(1,%) a au plus p— 2 boites pour tout i. Autrement
dit on a au plus p — 2 + ¢ boites de numéro < 2¢ sur 'unique ligne de 7', c’est-a-
dire au moins ¢ — p + 2 boites de numéro < 2¢ sur 'unique colonne du tableau
Sp(2m)-standard ¢(7T). 0

Ce théoréme fournit en particulier le caractére de L(w,,) en tout caractéristique.
Si p > m+ 1, on voit que pour tout tableau 7', le nombre de boites de T'[2i] est
supérieur ou égal a 7 + 2 — p pour tout ¢ < m, et le caractere de tous les modules
simples de plus haut poids un poids fondamental est le méme qu’en caractéristique
zéro. Si p < m, la remarque suivant la proposition 8.12 montre qu’au moins un de
ces modules simples n’a pas le méme caractére qu’en caractéristique zéro.

Ezemple 6.2 Le théoréme 6.1 nous permet de calculer le caractére de L(ws) lorsque
p > m. D’apreés ce qu’on vient de voir, il ne nous reste qu’a traiter le cas ot p = m.
Sous cette hypothése, la seule contrainte est que le nombre de boites de T'[2(m — 1)]
soit supérieur ou égal a m — 1+ 2 — p = 1, ce qui signifie que 7" doit contenir au
2m —1 d
om |

moins un numéro inférieur ou égal & 2m — 2. Autrement dit le tableau

poids nul, est exclu. On a donc ch L(wy) = ch A(wy) — €.

Les représentations de Sp(2m) de plus haut poids un poids fondamental w
tel que [ > m + 2 — p ont déja été étudiées dans [19], dont on rappelle un des
principaux résultats. On considére un certain opérateur de contraction 0 : AV —
AV Sp(2m)-équivariant de degré —2. En caractéristique zéro, on montre que pour
tout 0 < k& < m on a kerd N A*V = L(w;). En caractéristique p, le module
ker 0 N AV /0P~ (AF+2P=2V/) est trivial si K < m — p + 2 et égal & L(w}) sinon.
Cette réalisation explicite ne permet pas d’obtenir le caractére des L(wy), mais elle
fournit une formule de récurrence pour leur dimension, formule qui découle facile-
ment du théoréme que nous venons de démontrer.
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Le théoréme suivant, déja démontré par Suprunenko et Zalesskii [42|, fournit un
autre exemple de formule de caracteére.

Théoréme 6.3 Soit G = Sp(2m), p > 3, )\1 = —wm —i—wm 1, )\2 = —wm On
a dim L(A\;) = 25—, dim L(Ay) =

m

multiplicité et p = Y pig; est un poids de L(\y) (resp. L(X\a)) si et seulement si il
i=1

vérifie les conditions suivantes :

2) on a un nombre impair (resp. pair) de ’%1 — i Tmpairs.

Démonstration. On choisit n tel que p = 2n + 1, ce qui est possible puisque p est
impair. Comme p > 2n, C° est non vide et on a C° = {0,e1}. I est plus simple
de raisonner directement avec A sans invoquer la correspondance de la proposition
5.7.0n a XA =0 ou A = g, c'est-a-dire A = A\; ou A = Ay. On convient de noter T’
tout module basculant appartenant a I'idéal tensoriel Z défini au paragraphe 3.3.3.
Si [ < 2n, il résulte de 3.24 que A'Vy = T5(0) ® T si l est pair et AlVy = To(e1) ® T
si [ est impair. On a donc

AV @ T5(0) = T5(0) @ T et AWy @ Ty(ey) = To(ey) @ T si l est pair,
AVL @ T(0) = To(e)) & T et A'Vo® Ty(ey) = T5(0) © T si | est impair.

Le dernier cas demande une démonstration. Il faut montrer que Th(e1) ® Th(e1) =
T(0)®T, ce quirésulte du lemme 3.17:sin = 1on aTx(e1)®Ts(e1) = To(0)DT2(2¢1),
et sin >2on aThe) ®@Ty(er) = To(0) B To(2e1) B To(er + €2).

Traitons le cas A = 0. Si p est un poids de L(Ag) on sait que —n < u; < n

pour tout %, et sous cette hypothése on a dim L(\y), = [® A"V, 2 Th(0)] = 1 si

et seulement si on a un nombre pair de n — p; impairs, et dim L()s), = 0 sinon.
On a n valeurs impaires possibles pour n — p; et n + 1 valeurs paires. Pour calculer
dim L(\s), il faut d’abord choisir un nombre pairs d’indices ¢ parmi m, et pour ces
indices n — u; peut prendre n valeurs. Pour les autres indices, n — u; peut prendre
n + 1 valeurs. On a donc

1
dim L(\2) = ZC’QZ i n+ 1) 2Z:5((n+1—|—n)m+(n—|—1—n)m)

P+ 1
5

= %((QH )™ +1) =

On obtient de méme, pour A=¢

: . , 1
dim L(\) = Z CHHIp2tl(p )™ 271 = 5((71 +1+n)"—(n+1-n)")

%
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pm—1
o

= %((Qn +1) 1) =
O

Ce théoréme a déja été obtenu sous une forme équivalente dans [42], & Paide des
représentations de Weil des groupes symplectiques finis. Si on note ®% (i = 1,2)
la représentation L();) de Sp(2k) et @}, ; sa restriction au sous-groupe Sp(2l) x
Sp(2(k — 1)), il est démontré dans [42] que dim ®} = w, les poids de @i sont
sans multiplicité et &/, ;= (®] @D ) D (D7 @ P;_y), P, = (D] @ D) B (P} ®
®? ). En prenant [ = 1, on en déduit par récurrence sur k la détermination des
poids de ®.

On vient de voir que si G = Sp(2m), les cas n = 1 et p = 2n + 1 sont trés
simples a traiter et on en a déduit des formules de caractéres nouvelles ou non
triviales. On obtient des formules analogues au théoréme 6.1 pour les autres groupes
dans la section qui suit, mais si G = SO(2m + 1) ou SO(2m) et p = 2n — 1 (resp.
G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m) et p = 2n + 1), la situation est beaucoup plus
décevante : on a A € O si et seulement si A\ = 0,e;,w, ou w_, ce qui donne

1. A= (p+ Dw; ou pwy +w_ si G =SO(2m).

2. A= (p+ 1ws si G=S02m +1).

3. A =pwy si G = Spin(2m + 1).

4. A = pwy ou pw_ si G = Spin(2m).

Le caractére de L(\) se déduit alors immédiatement du théoréme du produit tensoriel
de Steinberg.

6.2 Formules particuliéres pour les autres groupes

Dans cette section, on prend n = 1 si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m) et n = 2 si
G =SO(2m + 1) ou SO(2m), et on applique la formule modulaire de Verlinde pour
calculer les multiplicités sous Gs. Si G = SO(2m + 1), on a vu dans la proposition
3.27 que la formule modulaire de Verlinde n’apporte aucun terme correctif a la
multiplicité de caractéristique zéro. On a donc seulement trois lemmes techniques a
énoncer.

Lemme 6.4 Soit G5 = Spin(3), | < dim V5 et supposons 201,271 < p —2 (i. e.
B,y € C°). La multiplicité de To(7y) dans A'Vy & Ty(8) est égale au nombre de
pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme 5 — v et de poids 1 — 1 ou 2 — I, sauf si
261 =p—2,v=pF etl =1 ou2), auquel cas la multiplicité est nulle.

Démonstration. On a D, = C., pour tout v € C° si 23, <p—2, et si 26 =p —2
on a Dg=Cs—Cy 5 et D, =C, pour tout v € C? distinct de 5. Si 26; =p — 2 et
Cso.3 # 0, comme sg - 3 = 3+ ¢; on déduit de 2.3 que I =1 ou [ = 2. Dans les deux
casonaCsg=Cs3=1.0Onadonc Dg=0si(l=1oul=2)et26,=p—2. O
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On déduit immeédiatement de la proposition 3.31 les deux lemmes qui suivent.

Lemme 6.5 Soient Gy = Pin(4), | < dim Vs, et supposons 3 et v dans C° avec
B2 > % et yo > % La multiplicité de Ty(,0) dans A'Vo®Ty(5,0) est égale au nombre
de pseudo-GL(2)-tableauz gauches de forme 3 — 7 et de poids 2 — | vérifiant les

conditions sutvantes.

1. St B, = v, = %, on autorise un coefficient particulier dans ['unique boite de
B — v sur la ligne n : il s’agit d’un 2 suivi d’un diése, indiquant que ce 2 ne

doit pas étre pris en compte dans le calcul du poids du tableau.

2. 81014+ 0=p—2,v=p0etl =2, on exclut le tableau tel que le numéro 1
figure sur la premiére ligne et le numéro 2 figure sur la seconde ligne.

Lemme 6.6 Soient G5 = O(4), | < dim Vs, et supposons (3 et v dans C° avec
By >0, 7 >0 et s, t €{+,—,0}. La multiplicité de To(y,t) dans A'Vy @ To(B, s)
est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableauzr gauches de forme 3 — v et de poids
2 — [ vérifiant les conditions suivantes.

1. Supposons B, = v, = 0. Si s = t, il n'existe pas de i tel que (; = 0 et le
tableau a un 1 et pas de 2 sur la ligne i). Si s # t, alors le tableau a un 1 et
pas de 2 sur la ligne n.

2. Supposons By + o =p—2,v=F etl = 2.5 Py > 1, on exclut le tableau
tel que le numéro 1 figure sur la premiére ligne et le numéro 2 figure sur la
seconde ligne. Si Bo = 0 la multiplicité est nulle.

Pour tout 0 <1 < m on pose {); = 22:1 g;. A laide de 5.2, et en remaquant que
si B € Py est demi-entier, 3; + 3> — 1 est égal au nombre total de boites de Y(3),
on obtient sans difficulté les théorémes suivants.

Théoréme 6.7 Soit G = Spin(2m +1). Si | > m + 22, dim L(wy + ), est le
nombre de Spin(2m + 1)-tableauz T de forme Y (wy + ) et de poids p tels que

1. Pour tout 1 < i < m, le nombre de boites total de T[2i] est > i + %.
2. Pour tout 1 < i < m, si le nombre de boites total de T[2i — 2| est égal a

1—1+ 3%10 et pu; = j:%, on exclut les tableaur tels qu’on a exactement une boite

dont le numéro est 21 ou 21 — 1.

Théoréme 6.8 Soit G = Spin(2m). Sil > m+ 22, dim L(w; + ), est le nombre
de Spin(2m)-tableauz T de forme Y (wy + ) et de poids p tels que pour tout 1 <
i < m, le nombre de boites total de T[2i] est > i+ 3%10.

Théoréme 6.9 Soit G =SO(2m +1). Sil+k>2m+3 —p, dim L(Qy, + ), est
le nombre de SO(2m + 1)-tableauz T' de forme Y (2 + §;) et de poids p tels que

1. Pour tout 1 < i < m, le nombre de boites total de T|2i] est > 2i + 3 — p.
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2. Pour tout 1 < i < m, si le nombre de boites total de T[2i — 2| est égal a
2i+1—p et u; =0, on exclut les tableaux tels que 2i — 1 figure sur la premiére
colonne, 21 n’y figure pas, 21 figure sur la seconde colonne, 20 — 1 n’y figure
pas.

Théoréme 6.10 Soit G = SO(2m). Sil+k > 2m+ 2 —p, dim L(Q; + ), est le
nombre de SO(2m + 1)-tableauzr T de forme Y (Q + €) et de poids p tels que

1. Pour tout 1 < i < m, le nombre de boites total de T[2i] est > 21 + 2 — p.

2. Pour tout 1 < i <m, si le nombre de boites total de T'[2i — 2] est égal a 21 —p,
w; =0 ett; > 2i+1, on exclut les tableaux tels que 2i — 1 figure sur la premiére
colonne, 2t n’y figure pas, 2t figure sur la seconde colonne, 20 — 1 n’y figure
pas.

3. Pour tout 1 <i <m, si le nombre de boites total de T'|2i — 2] est égal a 21 —p,
wi =0 ett; <2, on exclut les tableaux tels qu’on a exactement une boite dont
le numéro est 2i ou 2i — 1 sur chacune des deuz colonnes.

6.3 Situation générale

On procéde comme dans la section précédente, en supposant n > 2 si Gy =
Sp(2n) ou Spin(2m + 1), et n > 3 si G5 = Pin(2n) ou O(2n). Les différents cas se
traitant de maniére similaire, on les regroupe dans un seul et méme lemme.

Lemme 6.11 Soit | < dim V5 et supposons 3 et v dans C°, 8, >0 et v, > 0.

1. Si Gy = Sp(2n), la multiplicité de To(y) dans A'VoRTy(B) est égale au nombre
de pseudo-GL(2)-tableauz gauches de forme 3 — v et de poids n — | avec la
restriction suivante si 3y + P2 = p — 2n : on exclut les tableaux tels que le
numéro 2 figure sur la premiére ligne, le numéro 1 n’y figure pas, le numéro 1
figure sur la seconde ligne et le numéro 2 n’y figure pas.

2. Si Gy = Spin(2n + 1) et B,y demi-entiers, alors la multiplicité de Ts(vy,0)
dans A'Vy ® Ty(3,0) est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableauz gauches
de forme B — ~v et de poids n — 1 oun — [+ 1 avec la restriction suivante si
201 = p—2n : sile poids est n — I, on exclut les tableauz tels que le numéro
1 figure sur la premiére ligne et le numéro 2 n’y figure pas. Si le poids est
n— 1+ 1, on exclut les tableauz tels que la premiere ligne contient exactement
une boite qu’on note b, et il y a au moins une ligne contenant une unique boite
située dans la colonne de b et portant le numéro 2.

3. Si Gy = Pin(2n) et §,v demi-entiers, alors la multiplicité de T(y,0) dans
AVL,®T5(3,0) est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableauz gauches de forme
B — v et de poids n — | vérifiant les conditions suivantes.
(a) SiBp =" = %, on autorise un coefficient particulier dans ['unique boite
de B — v sur la ligne n : il s’agit d’un 2 suivi d’un diése, indiquant que
ce 2 ne doit pas étre pris en compte dans le calcul du poids du tableau.
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(b) Supposons B1+ Py = p—2n+2. On exclut les tableauz tels que le numéro
1 figure sur la premiere ligne, le numéro 2 n’y figure pas, la seconde ligne
contient exactement une boite qu’on note b, et il y a au moins une ligne,
distincte de la ligne n, contenant une unique boite située dans la colonne
de b et portant le numéro 2.

4. Si Gy =0(2n) et s,t € {+,—,0}, alors la multiplicité de To(vy,t) dans A'Vo ®
T5(5, s) est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme f — ~
et de poids n — [ vérifiant les conditions suivantes.

(a) Supposons B, = v, = 0. Si s =t, il n’existe pas de i tel que (B; =0 et le
tableau a un 1 et pas de 2 sur la ligne i). Si s # t, alors le tableau a un
1 et pas de 2 sur la ligne n.

(b) Supposons By + P2 = p —2n+ 2. Si By # 0, on exclut les tableaux tels
que le numéro 2 figure sur la premiére ligne, le numéro 1 n’y figure pas,
le numéro 1 figure sur la seconde ligne et le numéro 2 n’y figure pas. Si
By =0, on exclut les tableaur ou 1 figure sur la premiére ligne et pas sur
les autres, et ceuxr ot 2 figure sur la premiére ligne et pas sur les autres.

Démonstration. On reprend les notations de 3.27.

Soit Gy = Sp(2n). On sait que D, = C, — Cj,.,, et Cy,., est non nul seulement si
(B4+p)(ho) =p—1et sog-y =v+ag = S+¢d—1) ol ¢ contient &1 et €5 et 1) ne contient
ni I'un ni l'autre. Par conséquent Cy,., est non nul seulement si 3; + 3 = p — 2n
et le diagramme gauche 3 — v 4 ¢; + €5 a exactement deux boites sur la premiére
ligne et deux sur la seconde (ce qui revient a dire que le diagramme gauche § — v a
exactement une boite sur la premiére ligne et une sur la seconde). Supposons donc
que B1 + B2 = p—2n et que B — v+ €1 + €2 a deux boites sur la premiére ligne
et deux boites sur la seconde ligne. Il reste a traduire la différence C, — Cy ¢ 4c,
en termes de diagrammes gauches sur § — ~. Pour cela, on construit une injection
de I’ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme § — v + &1 + €5 et de
poids n — [ dans I'ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme 5 — 7 et
de poids n — [. Comme p est différent de 2 (puisque p > 2n d’aprés le corollaire
3.23), on a 1 # (s, ce qui permet de définir une injection I' de la maniére suivante.
Soit 7" un pseudo-GL(2)-tableau gauche de forme § — v+ 1 + &5 et de poids n — 1.
On supprime la boite qui porte le numéro 2 sur la premiére ligne et on remplace le
numéro 1 par le numéro 2 dans la boite restante sur cette premiére ligne. Puis on
supprime la boite qui porte le numéro 2 sur la seconde ligne, et on obtient ainsi I'(T').
L’image de I" est I’ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme 5 — -~ et
de poids n — [ tels que la boite sur la premiére ligne porte le numéro 2 et la boite
sur la seconde ligne porte le numéro 1.

Si Gy = Spin(2n + 1), 28, = p—2n et f — v + &1 a deux boites sur la premiére
ligne, on cherche a calculer C, — C.,4., de la méme maniére. Remarquons que dans
cette soustraction on est dans I'une des deux situations suivantes : tous les tableaux
sur 3 — v sont de poids n — [ et tous les tableaux sur 3 — v + ¢, sont de poids
n—1+1, ou tous les tableaux sur 3 — 7 sont de poids n — [+ 1 et tous les tableaux
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sur  — v+e&1 sont de poids n—1[. Soit T" un pseudo-GL(2)-tableau gauche de forme
B8 — v+ ¢€1. On sait qu’on a un 1 et un 2 sur la premiére ligne. Dans le premier
cas, c’est-a~dire si T" est de poids n — [ + 1, on définit I'injection I' en supprimant
la boite contenant le numéro 2 sur la premieére ligne. Le second cas est plus délicat.
Considérons la colonne C' contenant le 1 de la premiére ligne. On supprime la boite
portant le numéro 2 sur la premiére ligne et le dernier 1 de la colonne C' est remplacé
par un 2, ce qui donne I'(7T"). Dans cette situation, I'image de I' est 'ensemble des
pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme 8 — v et de poids n — [ + 1 tels que la
premiére ligne contient exactement une boite qu’on note b, et il y a au moins une
ligne contenant une unique boite située dans la colonne de b et portant le numéro 2.

Si Go =Pin(2n), B1+ P2 =p—2n+2et f — v+ €1 + €2 a deux boites sur la
premiére ligne et deux boites sur la seconde ligne, on calcule C, — C, . 4., de la
méme maniére, en se rappelant que dans cette soustraction tous les tableaux portent
un 2# ou aucun d’entre eux (d’aprés la remarque suivant le corollaire 3.29) : on
cherche une injection I' de 'ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme
B — v+e1+e5 et de poids n—1[ dans I'ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches
de forme 5 — v et de poids n — [, telle que si T' porte un 2# (resp. n’en porte pas),
c’est aussi le cas pour I'(T"). On définit I' de fagon similaire au cas Gy = Spin(2n + 1).
Soit T' un pseudo-GL(2)-tableau gauche de forme § — v+ &1 + &5 et de poids n — .
On sait qu'on a un 1 et un 2 sur la premiére et la seconde ligne. La colonne C
contient le 1 de la seconde ligne. On supprime les boites portant le numéro 2 sur
les deux premiéres lignes et le dernier 1 de la colonne C' est remplacé par un 2 non
diésé, ce qui donne I'(T).

SiGy=02n), 1+ 0B=p—2n+2et 3 — v+e + &2 a deux boites sur la
premiére ligne et deux boites sur la seconde ligne, on procéde comme suit. On dit
que 7 réalise (*) si 3; = 0 et le tableau a un 1 et pas de 2 sur la ligne i. La premiére
condition de I’énoncé dit que si 3, = v, = 0 et s = ¢, aucun ¢ ne réalise (*), alors
que si B, = v, = 0 et s # t, n réalise (*). Rappelons que D, o) = Ciy0) — Clsprse)
pour ¢ = £. Si B # 0, Uinjection I' utilisée si G5 = Sp(2n) convient : on a de
nouveau 3y # (2, et k réalise (*) pour T si et seulement si k réalise (*) pour I'(T).
Si B2 = 0, on doit prendre garde a la condition (*). On a aussi 72 = 0 et la remarque
qui suit la proposition 2.11 montre qu’a partir de la seconde ligne de 3 — ~, il n’y
a plus qu'une boite dans chaque ligne jusqu’a la ligne n, ces boites sont dans une
méme colonne et elles portent toutes le méme numéro, 1 si s # ¢, 2 sinon. On définit
une injection I'y comme suit. S’il existe £ > 3 tel que la ligne k£ porte le numéro
1, on applique I'injection I'. Sinon on supprime la boite portant le numéro 2 sur la
premiére ligne, puis on supprime la boite portant le numéro 2 sur la seconde ligne,
et on met le numéro 2 a la place du 1 dans la boite restante sur la seconde ligne. On
vérifie immédiatement que I'image de cette injection I'; est ’ensemble des tableaux
ou 1 figure sur la premiére ligne et pas sur les autres, et ceux ou 2 figure sur la
premiére ligne et pas sur les autres. u

On peut enfin énoncer le théoréme général. Soit G 'un des groupes classiques
Sp(2m), SO(2m + 1), SO(2m), Spin(2m + 1), Spin(2m) et soit A € PT. On note
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n le nombre de colonnes de Y (\) avec n > 2 si G = Sp(2m) ou Spin(2m + 1) et
n >3 si G =S0(2m + 1) ou SO(2m). Pour tout i < n on désigne par ¢; le nombre
de boites sur la colonne i de Y. Sous certaines conditions sur Y (A), les théorémes
suivants déterminent le caractére de L(\), i.e. dim L(X), pour tout p € P.

Théoréme 6.12 Soit G = Sp(2m) et supposons ¢, +co_1 > 2(m+n+32) —1. La
dimension de L(\),, est le nombre de Sp(2m)-tableauz T' de forme Y (\) et de poids
i tels que

1. Pour tout 1 < i < m, la somme du nombre de boites sur les colonnes n et
n—1 de T[2i] est > 2i + 2n — p.

2. Si la somme du nombre de boites sur les colonnes n et n — 1 de T[2i — 2| est
égale a 21 + 2n — 2 — p, on exclut les tableaux ou 2t — 1 figure sur la colonne
n, 2t n’y figure pas, 2i figure sur la colonne n — 1 et 2i — 1 n’y figure pas.

Théoréme 6.13 Soit G = Spin(2m + 1) et supposons ¢, > m+n+ %. La dimen-
sion de L(X), est le nombre de Spin(2m + 1)-tableauz T' de forme Y (\) et de poids
i tels que

1. Pour tout 1 < i < m, le nombre de boites sur la colonne n de T[2i] est

> i+n+ 5L
2. Si le nombre de boites sur la colonne n de T[2i — 2] est égal ai+n— 25 il y
a deux possibilités : si la 1™ composante du poids de Test ju; — %, on exclut

les tableauz ot 2i figure sur la colonne n et 2i — 1 n’y figure pas. Si la i°™°
composante du poids de Test p; + %, on exclut les tableaux tels que la colonne
n porte exactement ['un des deuxr numéros 2t ou 21 — 1, situé sur une ligne k,
et il existe une colonne qui ne porte pas le numéro 21 et qui porte le numéro

21 — 1 sur la ligne k.

Théoréme 6.14 Soit G = Spin(2m) et supposons ¢, > m+n+ %. La dimension
de L(\),, est le nombre de Spin(2m)-tableauz T' de forme Y (X) et de poids p tels que
pour tout 1 < i < m, le nombre de boites sur la colonne n de T[2i] est > i+n+ %.

Théoréme 6.15 Soit G = SO(2m + 1) et supposons c,+cn_1 > 2(m+n+12)—2.
La dimension de L(X), est le nombre de SO(2m + 1)-tableauz T de forme Y (X\) et
de poids 1 tels que

1. Pour tout 1 < i < m, la somme du nombre de boites sur les colonnes n et
n—1 deT[2i] est > 2i+2n—1—p.

2. Si le nombre de boites sur les colonnes n et n — 1 de T[2i — 2] est égal a
21+ 2n — 3 — p, on exclut les tableauz ou 21 figure sur la colonne n, 2t — 1 n’y
figure pas, la colonne (n — 1) porte exactement 'un des deur numéros 2i ou
21 — 1, situé sur une ligne k, et il existe une colonne, distincte de la premiére
colonne, qui ne porte pas le numéro 21 et qui porte le numéro 21 — 1 sur la
ligne k.
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Théoréme 6.16 Soit G = SO(2m) et supposons ¢, + ¢,y > 2(m +n + 1) — 3.
La dimension de L(\), est le nombre de SO(2m)-tableaur T' de forme Y () et de
poids p tels que

1. Pour tout 1 < i < m, la somme du nombre de boites sur les colonnes n et
n—1 de T[2i] est > 2i+ 2n — 2 — p.

2. Si la somme du nombre de boites sur les colonnes n et n — 1 de T[2i — 2| est
égale a 21+ 2n—4 —p, il y a deux possibilités : Si on a exactement © — 1 boites
sur la colonne n — 1 de numéro < 2t — 2, on exclut les tableaux tels que 21 ne
figure pas sur la colonne n mais figure sur toutes les autres, et ceux tels que
21 — 1 ne figure pas sur la colonne n mais figure sur toutes les autres. Si on a
strictement moins de i — 1 boites sur la colonne n — 1 de numéro < 2i — 2, on
exclut les tableaux ot 2i — 1 figure sur la colonne n, 2¢ n’y figure pas, 2t figure
sur la colonnen — 1 et 2t — 1 n’y figure pas.

Démonstration. Si G = Sp(2m) ou SO(2m), la formule découle immédiatement de
la correspondance de 5.2 et du lemme ci-avant.

Si G = Spin(2m), on applique la correspondance de 5.2 et I'inégalité (y+p)(hg) <
p — 2 pour le groupe O(2n + 1), dont on a vu qu’elle équivaut a (v + p)(ho) < p—1
puisque (7 + p)(ho) = 271 + 2n — 1 est impair.

Si G = SO(2m + 1), il faut modifier un peu I’énoncé “la seconde ligne de ¥ (7")[2i]\
¥(T)[2i — 2] contient exactement une boite qu’on note b, et il y a au moins une
ligne, distincte de la ligne n, contenant une unique boite située dans la colonne de
b et portant le numéro 2¢” qu’on trouve a partir du lemme précédant le théoréme.
Il est clair que cette condition se reformule en “la seconde ligne de t(T") contient
exactement g boites de numéro < 21, elle porte exactement I’'un des deux numéros 2¢
ou 2t —1, et il y a au moins une ligne, distincte de la ligne n, qui contient exactement
q boites de numéro < 2i, qui ne porte pas le numéro 2: — 1 et qui porte le numéro
2¢”. On en déduit la condition du théoréme.

On trouve de méme la formule pour Spin(2m + 1). O

On voit que p peut prendre des valeurs inférieures au nombre de Coxeter de G,
on obtient donc des formules dont le domaine de validité est trés différent de celui
de la conjecture de Lusztig. On constate également que les formules des théorémes
ci-dessus sont stables au sens suivant. Soit G = Sp(2m) par exemple et soit A € P
satisfaisant les hypothéses de 6.1, 6.3 ou 6.12. Si on place une ligne de n boites avant
la premiére ligne de Y (), on obtient un nouveau diagramme pour Sp(2m + 2) qui
vérifie toujours les hypothéses de 6.1, 6.3 ou 6.12. Cette notion de stabilité apparait
aussi au chapitre suivant. On y montre par exemple que pour p et e > d > 0 fixés,
la série génératrice des dimensions des SO(2(n + d))-modules simples de plus haut
poids w,, +wy, 14— est rationnelle, et on en déduit le comportement asymptotique de
ces dimensions quand 7 tend vers 'infini.

Remarquons enfin que si A € P7 satisfait les conditions des théorémes précé-
dents, le nombre de colonnes de Y () n’excéde pas ’%1. Plus précisément on trouve
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2n < psi G = Sp(2m), 2n+1 < psi G = Spin(2m) ou Spin(2m + 1) et 2n—1 < psi
G = S0(2m) ou SO(2m + 1) (autrement dit 1'alcove fondamentale du groupe auxi-
liaire G est non vide). On en déduit facilement que X est restreint ou égal a 'un des
poids pwy, (p+ 1)wy ou pwi +w_ (et si A est égal & 'un de ces trois derniers poids,
il est évidemment plus simple d’utiliser le théoréme de Steinberg pour déterminer le
caractére de L(\)).

Ezemple 6.17 Soit G = Sp(2m). Sip > 3 et 0 < s < ’%1, le théoréme précédent
associé au théoréme 6.1 fournit le caractére de L(sw,,), et le théoréme de Steinberg
permet d’en déduire le caractére de L((3 s:p")w), avec 0 < s; < 24 pour tout .

Sip = 2, on a déja vu que le théoréme 6.1 donne une description trés simple
de ch L(wy,), et on en déduit de méme ch L(sw,,) pour tout s. On a en particulier
dim L(swy,) = 2™, ou r est le nombre de 1 dans I'écriture 2-adique de s.
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Chapitre 7

Modules simples de plus haut poids
W; OU Wj + Wwj

Soit G 'un des groupes classiques Sp(2m), SO(2m + 1), SO(2m), Spin(2m + 1),
Spin(2m). On s’intéresse dans ce chapitre aux Sp(2m)-modules simples de plus haut
poids un poids fondamental, aux SO(2m + 1)-modules et SO(2m)-modules de plus
haut poids une somme de deux poids fondamentaux, et aux Spin(2m + 1)-modules
et Spin(2m)-modules de plus haut poids la somme d’un poids fondamental et du
poids fondamental w,. On cherche notamment a calculer leur dimension ou leur
caractére. Dans ce cadre, on obtient des résultats beaucoup plus précis que dans le
cas général : pour les choix n = 1 ou n = 2, les paires duales font intervenir SL(2)
ou SL(2) x SL(2), groupes dont on connait tous les modules basculants.

Les séries génératrices des dimensions sont 'outil privilégié de ce chapitre. On
commence par montrer que sous une certaine condition, les séries considérées sont
rationnelles a poles réels simples, et on détermine ces poles. Puis on étudie un
produit de convolution entre séries formelles, et on consacre plusieurs pages a une
certaine série génératrice relative aux modules basculants de SL(2), série considérée
par Karin Erdmann dans [14]. Ces deux outils nous permettent de calculer les sé-
ries génératrices, autrement dit les dimensions des modules simples, cette fois sans
aucune restriction, et on montre comment en déduire également les caractéres des
représentations lorsque G = Sp(2m), Spin(2m) ou Spin(2m + 1). On se restreint en-
suite provisoirement au cas ot G est un groupe symplectique ou un groupe spin. On
exprime alors la dimension des modules simples de trois fagons différentes : comme
coefficients de séries entiéres simples, comme une somme alternée de dimensions de
modules de Weyl (résultat qui est amélioré au chapitre suivant), et enfin comme
sommes “périodiques” de coefficients binémiaux. Puis on revient & nos cinq groupes
classiques, pour lesquels on donne la dimension des modules simples par une for-
mule faisant intervenir les fonctions trigonométriques. De cette formule, on déduit
finalement les équivalents des dimensions des modules simples lorsque m tend vers
I'infini & p fixé.

Remarquons que le chapitre suivant est en fait un prolongement de celui-ci aux
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modules de Weyl. Notons également que les formules que nous obtenons permettent
de réaliser des calculs effectifs rapides, méme pour de grandes valeurs des différents
parameétres.

7.1 Approche qualitative

On considére les familles de groupes (Sp(2q)),>1, (Spin(2q + 1)),>1, (Spin(2q) )41,
(SO(2¢ 4+ 1))4>1 €t (SO(2¢))g>1. A chacune de ces familles F, on associe une série for-
melle dépendant d’un ou deux parameétres. Pour cela, on note L, () la représentation
irréductible de plus haut poids A pour Sp(2¢), Spin(2¢ + 1), Spin(2¢), SO(2¢ + 1) ou
SO(2q) suivant la famille considérée, on pose €); = €1 +- - - +¢; pour tout i > 0 et on
convient que wy = 29 = 0. On définit les séries formelles suivantes pour tous d > 0,
ou pour tous d > e > 0.

Xa(2) = 2 dim Lggp(wn)z" st F = (Sp(29))g>1,

n>0

xa(z) = > dim Ly (wy +€,,)2" si F = (Spin(2g + 1)),>1 ou F = (Spin(2q))>1,
n>0
Xd,e(Z) = Z dim Ld+n(Qn + Qn+d_e)2n si F = (80(2(] + 1))q21 ou F = (SO(ZQ))qzl.
n>0

On écrit x(z) pour abréger s’il n’y a pas d’ambiguité sur la famille F, et donc sur
les paramétres.

Rappelons quelques isomorphismes classiques. On a Sp(2) ~ Spin(3) ~ SL(2), et
on identifie le poids fondamental de Sp(2) et celui de Spin(3) au poids 1 de SL(2). Le
groupe SO(3) est le quotient de Spin(3) ~ SL(2) par {£1}, et sous Iidentification
précédente le poids je; de SO(3) correspond au poids 25 de SL(2). Sous 'isomor-
phisme Spin(4) ~ SL(2) x SL(2), le poids ae; + bey de Spin(4) correspond au poids
(a —b,a+b) de SL(2) x SL(2), et SO(4) est le quotient de Spin(4) ~ SL(2) x SL(2)
par {(17 1)7 (_17 _1)}'

Signalons enfin le résultat utile suivant, qui est (par exemple) une conséquence
du lemme 3.17.

Lemme 7.1 Sous SL(2) on a pour tout p impair A(1) @ A(1) = A(2) & 1.

On rappelle ici un théoréme de Mathieu [38]. Soit G’ un groupe algébrique simple
connexe et simplement connexe sur ]].:Tp, on note G¢ le groupe simple connexe et sim-
plement connexe de méme diagramme de Dynkin défini sur C. Soient M, N deux G-
modules, soit § € PT et notons C' = Endg(M). On fait agir trivialement C sur N, et
ainsi, avec les notations de 4.4, Ts(M ® N®™) est un C-module. Pour tout C-module
U, on note [U] son image dans le groupe de Grothendieck Ky(C'), et on définit la
série formelle S3(z) a valeurs dans Ko(C') par Sg(z) = > [T3(M @ N®")]z". On pose

n>0
Z(N) ={z € C| il existe un élément régulier g de G¢ tel que g soit central et = =

(ch N)(g)}-
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Théoréme 7.2 (/38], théoreme 11.4) Soit § € C°. Alors Sz(z) est une fraction

rationnelle a poles simples, plus précisément Sg(z) = >
z€Z(N)

dans C ® Ky(C).

On en déduit un premier résultat qualitatif qu’on va généraliser par une approche
différente au paragraphe 7.4.

Proposition 7.3 1. Si F = (Sp(29)),>1, on suppose d < p — 2.

2. Si F = Spin(2q + 1))>1 ou F = Spin(2q))y>1, on suppose d < L2

3. Si F =S50(2q +1))y>1, on suppose d+e < p— 3.

4. Si F =80(2q))y>1, on suppose d+e < p—2.

Alors x(z) est une fraction rationnelle o poles simples, et si Z désigne l’ensemble
des inverses des poles, on a

1. Z = {4cos’(F)|1 <j <p} si F = (Sp(29))g=1-
2. Z={8 cosz(“—j)|1 < j <p} si F=Spin(2q+1)),>1 ou F = Spin(2q)),>1-

3. 7 = {16 cos?(U" Z)W)cos ((j+h N<j<2p—1,1<h<2p—1,j#p,h#p}
si F=50(2q +1))g>1 0u.7: SO(29))g>1,

Démonstration. Signalons tout d’abord qu’on appliquera ci-dessous le premier point
de la proposition 4.11 a la (Pin(2d), SO(3)) paire duale et a la (O(2d + 1), Spin(4))
paire duale, qui ne font pas partie des cinq paires duales qu’on manipule ordinaire-
ment, mais qui s’en déduisent (voir la remarque suivant le théoréme 4.3). On vérifie
immédiatement que ce point reste valable pour ces deux paires duales.

1. Soit F = (Sp(2q))4>1- Avec les notations du théoréme 7.2, soient G = Sp(2) =~
SL(2) et 3 =d € C°% On pose M = (AV)® et N = AVp = 2@ Va. Le
module M s’identifie & la (Sp(2d), Sp(2)) paire duale M et le commutant C' du
G-module M est engendré par 'action de Sp(2d) sur M.

On détermine facilement Z = Z(N) : tout élément régulier g € G tel que g?

0 501 cavec £ # xlet % =1.On

trouve alors (ch N)(g) =2+ &+ &1 =2(1 + COS(%)) = 40052(2—;) avec p qui
ne divise pas j.
On veut identifier [T;(M®@N®™)]. On considére pour cela la (Sp(2d + 2n), Sp(2))
paire duale étudiée au chapitre 4, notée My ,, et sous cette paire duale on
considére les poids A = w,, de Sp(2d + 2n) et A = d de Sp(2). On sait que
T5(Matn) = Latn(X) = Lain(w,) comme Sp(2d + 2n)-module. De plus on a
Mgy, = M @ N®" comme G-module et comme C-module :

(a) Comme G-module on a M @ N®" = (AV,)®+") = A(Vo@CH") = My, .

(b) Comme C-module d’aprés le lemme 4.6, ot on prend pour Uy la repré-
sentation naturelle de Sp(2d), via I'inclusion naturelle de Sp(2d) dans
Sp(2d + 2n).

est central est conjugué a une matrice [
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Par conséquent T5(M @ N®") = T5(Myty,) = La+n(A) comme C-module. Il ne
reste plus qu’a appliquer Popérateur linéaire © : C @ Ky(C) — C défini par
©(X) = dim X pour obtenir le résultat annoncé pour y4(z) = ©(S5(2)).

2. Soit F = (Spin(2¢ + 1))4>1. On procéde de la méme maniére. On pose G =
Spin(3) ~ SL(2), B = 2d+1 € C° , M = (AVR)® @ AVo, N = AV, =
21 @ Vs) =2(1®A(2)) = 2A(1)%% d’aprés 7.1 et le G-module M s’identifie &
la (Spin(2d + 1), Spin(3)) paire duale M. La suite est identique a ce qui précéde.
Avec les mémes notations qu’auparavant, on a (ch N)(g) = 2(2 + &2 +£72) =
4(1 + 008(2%)) = 8COSQ(%) et p ne divise pas j.

3. Soit F = (Spin(2q)),>1. Le théoréme 7.2 ne s’applique qu’aux groupes connexes,
mais la (Spin(2d), O(3)) paire duale M est aussi une (Pin(2d), SO(3)) paire
duale (cf. [2]). On a

1 . .
Xa(z) = 3 Z dim Ly (wy + Q2,,0)2

n>0

ot Lgin(1,0) est la représentation irréductible de Pin(2d + 2n) de plus haut
poids p. On considére le poids 3 = 2d de SL(2), et ce qui vient d’étre fait pour
F = (Spin(2¢ + 1)),>1 reste vrai sans modification.

4. Soit F = (SO(2¢ + 1) )4>1. La (SO(2d + 1), Pin(4)) paire duale M est aussi une
(O(2d + 1), Spin(4)) paire duale (cf. [2]). On a évidemment

Xd,e(z) = Z dim Ld—f—n(Qn + Qn+d—e> +)Zn

n>0

ol Lgyn(\, +) est la représentation irréductible de O(2d + 2n + 1) de plus haut
poids (A, +). On poursuit alors de la méme maniére. On pose G = Spin(4),
B=(d+3)e1+(e+3)ez € C° M =Mest la (O(2d + 1), Spin(4)) paire duale,
N=AV, =232V, ®A* V3 =23 2A(e1) ® A(2w,;) & A(2w_).

Il reste a déterminer Z, ce qu’on fait en identifiant Spin(4) avec SLy x SLy. On a
alors N = 21K132A(1)KA(1)D1IKA(2)BA(2)X1 = (A(1)K1BIXRA(1))®2.
On considére un couple (a, b) d’éléments réguliers de SLy dont la puissance p®m®

est centrale :

a:[g 501],5¢i1,§2p=1etb=[3 nol],n¢i1,n2p=1.

On a £ = exp %, n= exp% et p ne divise ni h ni j. On trouve (ch N)(a,b) =
_ _ s T j—h)m i+h)m

E+& T +n+n71)? =4(cos(L) + cos(h?))2 =16 COSQ(%) COSQ(%).

5. Soit F = (SO(2¢))4>1. On applique la méme idée, en considérant M comme
une (O(2d),SO(4)) paire duale plutot qu'une (SO(2d),O(4)) paire duale. On
a alors, si e # 0, xae(2) = > dim Lyn (2 + Qpra—e, +)2" et si e = 0, on a

n>0
Xde(2) = % S dim Lgyn(Qn+ Qniae,0)2™. On pose § = de; + egq, et le calcul
n>0

de Z est exactement identique au cas précédent.
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7.2 Convolution binomiale

On définit un produit de convolution entre séries formelles, produit qui intervient
dans le théoréme 7.18 et qui réduit 1'étude de x(z) a une certaine série Dgy(z).

Définition 7.4 Pour tous A = > a,2", B = > b,2" € C[[z]] on définit le produit

n>0 n>0
de convolution Ax B = (> C*ayb,_)z". On définit aussi lapplication linéaire
n>0 k=0
0 : C[z]] — C[[2]] qui envoie Y anz™ sur ) 2"
n>0 n>0

Cette convolution est clairement commutative et associative, d” élément neutre 1,
et 6 est un isomorphisme d’algébres de (C[[z]], +, *) sur (C[[2]],+,). Comme on a

0(=) = exp(az) et exp(az) exp(bz) = exp((a+b)z), il vient une premiére formule :
1 1

Tl el 1_(a1+b)z. La proposition qui suit, apparemment nouvelle, généralise
cette formule, puisqu’elle décrit I'effet de la convolution par 1_1az pour tout a € C.
On donne deux démonstrations de cette proposition, la seconde étant due a Wolfgang
Soergel. Notons que la premiére de ces démonstrations montre que la proposition

reste valable si on remplace C par un anneau commutatif quelconque.

Proposition 7.5 Soit a € C. Pour tout P(z) € C[[z]] on a
1 1
P(——),
1

x P(z)
: : 1 1 1 1
en partzculler Toaz Tz 1—(a+b)z et (I—az)" T — I-az * (1 + CLZ)k'

1—oaz :1—az 1—az

Démonstration 1 Remarquons que la composition P(;=-) a un sens puisque la fa-

mille ((%:)")nen est sommable. Soit (z) I'idéal engendré par z dans C[[z]]. L’idée
est de démontrer la proposition lorsque P(z) est un polyndome, puis d’étendre le
résultat par densité, C[[z]] étant muni de la topologie (z)-adique.

Soit 9 : C[[z]] — C[[z]] 'opérateur linéaire défini par

Y3 bn2") = 2 * (30 baz") = 30 (3 CraFby)="

n>0 n>0 n>0 k=0
Si S(z)= > byz"etb_y=0,0na

n>0

Y(28) =) (D Cra" b y)z"

n>1 k=0
n n—1
= Z(Z CF1a" Fb_1)2™ + Z(Z CF L a" Fbp_1)2"
n>1 k=1 n>1 k=0
n+1 n
=z Z(Z CH g™ kb )" 4+ az Z(Z CFa™Fby_1)2"
n>0 k=1 120 k=0
=z Z(Z CFa"Fby) 2" + az Z(Z CFa™ Fby_1)2"

n>0 k=0 n>0 k=0

= 2(5) + azp(29),
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donc (1 — az)y(2S) = 29(S5) et ¢Y(25) = Z=¢(S). On en déduit P(RS) =

l—az
R(122)(S) pour R € Clz], S € C[[2]], dou ¢(R) = R(:Z)¥(1) = R(:Z; ) 1=z
La proposition est donc démontrée pour les polynomes.
Pour tout entier positif n, 'idéal (2)™ = (2") est aussi un idéal de (C[[z]], +, *).
La convolution est donc une opération continue pour la topologie (z)-adique, et

comme les polynomes sont denses dans C[[z]], on a le résultat. O

Démonstration 2 On démontre ici la formule pour un sous-espace vectoriel V' de
C[[z]] dense pour la topologie (z)-adique, et on conclut comme dans la premiére

démonstration. Le sous-espace V est engendré par la famille (17—1bz)be o et sa densité
est claire, comme on le voit en considérant le déterminant de Vandermonde. On est
1 1 1 1

donc réduit a démontrer la formule —— x = — ., c’est-a-dire ——
l—az 1-bz l—az 1-b-—=2—" l—az
1

l—az
T = 1_(;+b)z, et cette égalité a été établie juste aprés la définition du produit de
convolution. O

Cette proposition permet de calculer facilement le produit de convolution de
deux fractions rationnelles F, F5 dont 0 n’est pas un pole. En effet par linéarité
on se réduit a calculer (1_alz)k+1 ¥ ey = oo ok (L4 a2)h « 2o+ (14 b2)t =

(1—bz)l+1 1—az
1 _ 1 z
1—(a+b)z * P(Z) - 1—(a+b)zP(1—(a+b)z)

particulier les poles de Fy x Fy sont de la forme —4, o a (resp. b) est I'inverse

d’un pole de Fy (resp. Fy), de multiplicité strictement inférieure a la somme des
multiplicités de é et %

o P est un polynome de degré k + [. En

Définition 7.6 Soi S(z) = > s,2" € C|[z]]. La partie paire (resp. impaire) de S(z)
est Y 50,22 = 2(S(2) + S(=2)) (resp. > sop12*"Tt = 1(S(z) — S(—=2))), et S
coincide avec sa partie paire (resp. impaire) si et seulement si S(—z) = S(z) (resp.
S(—z) = —=5(2)), auquel cas on dit que S est paire (resp. impaire).

A T’'aide de I'isomophisme d’algébres 6, on voit que si S et T sont toutes deux
paires ou toutes deux impaires, alors S x T est paire, et si S est paire et T im-
paire, alors S * T' est impaire. Cete remarque servira notamment au cours de la
démonstration du théoréme 7.18.

7.3 Série génératrice pour SL(2)

Dans cette section, on rapelle les propriétés principales d’une certaine série for-
melle Dy(z), ot d est un entier positif, étudiée par Karin Erdmann [14] & Paide de
la connaissance des SL(2)-modules (T'(k))ren (cf. 3.18). Cette série est trés liée aux
différentes séries x(z), comme on le verra dans la section suivante. On démontre
également quelques résultats nouveaux, notamment la décomposition en éléments
simples de Dy(z).

Pour tout k£ > 0, on note T'(k) le module basculant indécomposable de plus haut
poids kp de SL(2).
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Définition 7.7 Pour tout entier d > 0, soit Dy(z) = > [T(1)®™ : T(d)]=".

n>0

Remarquons que Dy = 2% 4+ Y ¢4,2". En outre D, est paire (resp. impaire) si
n>d
d est pair (resp. impair). Pour le voir, il suffit de remarquer que si deux poids sont

dans une méme orbite sous ’action de W,g, ils ont la méme parité. Par conséquent
tous les modules de Weyl intervenant dans une bonne filtration de 7'(d) ont leur plus
haut poids de méme parité que d, et finalement tous les poids de T'(d) ont méme
parité que d.

7.3.1 Expression a ’aide des polyndomes de Chebyshev

On énonce ici le principal résultat de [14]. Pour tout k > 1, Uy_; désigne le k™
polynome de Chebyshev de deuxiéme espéce défini par sin(kf) = Uy_1(cosf)sin @
pour tout # € R. Pour tout k& > 0, on note également T} le k®™ polynome de
Chebyshev de premiére espéce défini par cos(kfl) = Ti(cosd) pour tout § € R. On
rappelle enfin la définition suivante.

Définition 7.8 Soit j un entier positif. On appelle décomposition en base p de j
Uécriture 5 = jip', avec j; € N et 0 < j; < p — 1 pour tout i.

i>0
k )
Théoréme 7.9 [1/] Soit d € N et soit d+1 = Z d;p" la décomposition en base p
ded+1 avecds #0, d, #0. On a =
lﬁ Up—aspi—1(3;)
iy 1 =)

(p—
pz+1 1

k
Sip=2etd+1=> 2" aquvec t; <ty < --- <1y, cette formule se simplifie en
i=1

1

z

:j;v

2T2t

=1

Il est important de noter que les poles de Dg4(z) sont simples et de la forme

WELN avec 1 < s < pFt1—1. En effet, on remarque tout d’abord que si n divise m,
pk+
alors U, _1(X) divise U,,_1(X) : sim = kn on a Uy, _1(X) = Up_1(Tn(X))Up—1 (X).

1y e
lU(p_alf)pf_l(g) kHI U(pfdi+1)pi+1,1(i) ¢

[§]
T T
z Upk.q_l,l(g) i Upi+1,1(z) )

Avec les notations du théoréme, on a Dy(z) =

U(P*di+1)Pi+1*1(i)
Upi“’lfl(i
ment dit une fraction rationnelle dont le seul pole éventuel est 0. Par ailleurs, pour

la remarque précédente montre que est un polynéme en 1, autre-
z
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tout n, les n—1 racines distinctes de U,,_; (z) sont les nombres cos(), 1 <1 < n—1.
Comme 0 ne peut pas étre un pole de la série formelle Dy(z), on obtlent bien le ré-
sultat annoncé.

On peut faire quelques observations supplémentaires. Si p = 2 et d = 0, Dy(2)
n’a pas de pole puisque Dy(z) = 1.Sip >3, ousip=2etd>1 ona

cos(orr) # 0 et m est un pole de Dy(z) puisqu’il n’annule pas le numé-
pk+1

rateur H Up-dpi-1(5). En considérant les racines des polynomes de Chebyshev

17

intervenant au numérateur et au dénominateur de Dgy(z), on voit plus généralement
R 1 C A i+1_

que les poles de Dgy(z) sont les nombres 57— oo ) avec s premier ap, 1 <s<p 1

et s different de 22~

7.3.2 Formules explicites

On conserve les notations du théoréme 7.9, et on énonce un autre théoréme de
[14] qui permet de calculer ponctuellement les coefficients de Dy(z) en transformant,
par un changement de variable judicieux (voir par exemple la démonstration du
théoréme 7.24), la série Dy(z) en une série plus simple & manipuler .

Théoréme 7.10 [1}] Le coefficient de 2zt dans Dy(z) est le coefficient de X"
k i
dans le développement en série entiére de (1 — X)(1 + X))+ Hf %
1=
Nous déduisons de ce théoréme un premier résultat, qui améliore un lemme
de [14]. On convient que le coefficient binomial C* est nul si & < 0 ou k > n.

Proposition 7.11 Soit § = (p — d;)p’.

: d+2r cri-l T—j 6—1
Le coefficient de z dans Dg(z) est ZJ( = Oy = O O
VIS

avec J = {j >0 | si j; est le coefficient de p* dans la décomposition en base p de j,
on a j; = 0 pour tout i < f et j; +d; < p pour tout i > f + 1}.

Démonstration. Le coefficient de 272" dans Dgy(z) est le Coefﬁcient de X" dans le

: - ‘A d+2r _X°-1 xP-dip)r
développement en série entiére de (1—X)(1+X)" e H - Pour

z+1

tout i, le polynome X7 — 1 divise le polynome X ®=%+0P""" _ 1 et on note P(X)

—d;yq)pt Tt

T =1 Ce polynome est a coefficients entiers positifs, et on

k—1

le polynoéme [] xe
i=f

peut ’expliciter complétement : on a

) i+1 ) )
1_X(P—dz-.l—1)pz _ Z anz+1 . Z Xpl+1(n+p7di+1)

_ 7+1
1=x» n>0 n>0
SRR

0<n<p—dit+1
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Le coefficient ¢(P, j) de X7 dans P est donc le nombre de (k— f)-uplets (ng, ..., ng_1)
k—1 ‘

tels que 0 < n; < p — d;;; pour tout 7 et > n; p'™ = j. L'unicité de I’écriture de j
i=f

en base p montre qu’il y a au plus un tel (£ — 1)-uplet. Ainsi ¢(P, j) est nul ou égal

al, et ¢(P,j) = 1siet seulement si p/™! divise j, j < p**! et j; + d; < p lorsque

f+1<i<k, j; étant le coefficient de p’ dans la décomposition en base p de j.

Le méme argument montre que les coefficients de la série formelle % valent

0 ou 1, et le coefficient de X7 est non nul si et seulement si 7 € J. Comme
(1- X)1—- X% =1-X—-X°4 X et (1+ X)" =% Ci , X' on trouve

1— X9

(1—X)(1+ X)d“TW

P(X)=(1-X =X+ X)) " Chp X' Y X

jed

= > (Clar = Cip) X = 37 (Gl — Gl DX

i
jed jed

d’ou la formule voulue. O

On introduit une notation supplémentaire.
k .
Définition 7.12 On pose A={ > ap' | Vi, 0<a; <p—1-—4d;}.
i=f+1
Remarquons que A = {0} si f = k. Avec cette définition, on a le corollaire

Corollaire 7.13 Le coefficient de 272" dans Dg(z) est

(Crbernpk""l o rflbernpk""l)
d+2r d+2r .

a€A ne”Z

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, le coefficient de 242" dans Dy(2)
est

S (Coh, + O™ = (C + Cl)

jeJ
_ r—j - 14r+j+6 r—j—1 | ddrits
= Z;(( arzr T Cajar ) = (Caiar + Capa "))
JE€
r—j d+14r+j+86\ r—b+npktl
Il suffit de montrer que Y (C7.3. + Cyl,, ) = > Cilio , la seconde
jeJ aeezz
n
PR TP —j—1 d j+6 —1—b4npk+! A
égalité > (Ch3 1+ Oy )= S O "™ s'obtenant de méme.
jeJ acA
n €z
—j dt14r+j+
On pose Sy = > Ch5 et Sy = > CiL"7" . OnaJ={a+p*t'n|ac
jes jes
: —a—nphtl _
A,n € N}, ce qui donne S; = 3 Cj.5"™ . Remarquons que l'application
a€ A
eN
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k
qui envoie a € A sur (pF*t — p/*t — S dip’) — a est une involution de A : si
i=f+1

k
a= > ap'avec 0<a; <p—1—d;lorsque f+1<i<k, ona (pFtt —p/+! —
i=f 1

k k
Yodp)—a= > (p—1—d;—a;)p" qui est un élément de A. Par conséquent
i=+1 =1

k .
d+1+7‘+5+(pk+1—pf+l—_ S dipt—a)+nptktt

Sy= > Cd+2T e .Ord+14+7r+06+ (pk+1 —pltt —
a€ A
k
Z dipi_a)+nptk+l — r+pk+l (n+1)—a, Autrement dit Sy = Z O;+;j(n+1) k+1,
e nca
ce qui achéve la preuve. O

Le lemme technique suivant permet de calculer les sommes de coefficients bino-
miaux qui apparaissent dans le corollaire qu’on vient d’établir.

Lemme 7.14 Soient g, s € Netr € Z. On a
> G = I3 COS(]‘—W(qS_QT))(Q Cos(j?’r))q.

nez j=1

. S
Démonstration. Soit n =€ et montrons que Y, CI" =137 5=2(1 4 g2,
i=1

nez
Ona 3 N2 (14 n¥)1 = Z U 2 Cymt =32Cy Yo ¥
j=1 n 7j=1

Z ann%nr + Z ann%nr :ZCg+n5XS+ Z C:]XO

n=r mod s J nZr mod s J neL nZr mod s

Par conséquent » Crtms = £ z 7;_27"3(1 + ¥ = Z 3(a-2r) (=3 4 )4
nez j=1 j=1

S
Z 702 (2 cos(5) )9, et on extrait la partie réelle de cette derniére expression.
g =

Corollaire 7.15 Le coefficient de 2% dans Dg(2) est

prti-1 . .
]7T (d+1+4 2a) g g .
pk+1 Z (Z sin( o ) 5111(10“1 )(2 COS(F))dJrQ )

j=1 acA

Démonstration. Des résultats qui précédent, on déduit que le coefficient de 242"

dans Dy(z) est

cos( jﬂ' d+2a) cos Jjr(d+ 2+ 2a) cos JT\\ater
AT (e 20, A2 5 Ty

acA j=1
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On voit immédiatement que le terme correspondant & j = p**! est nul, et la

formule cosz — cosy = 2sin(*$¥) sin(¥5%) donne 'expression annoncée. O

7.3.3 Décomposition en éléments simples

A partir du dernier corollaire de la section qui précéde, on obtient une premiére
décomposition de la fraction rationnelle Dy(z). On conserve les notations de la sec-
tion précédente.

Proposition 7.16 On a

_ kaﬂ_l o gr(d+1+2a),\ . g7 (2 COS( s )Z>d
Da(z) = PR Z (Z sin PR )) Sln(pk-i-l) (2005( )22

j=1 acA

On en déduit la décomposition en éléments simples de Dy(z) si p > 3.

Corollaire 7.17 Supposons p > 3. On a

k+1_q
27 _gm(d+1+2a) )\ ., g7 1
e = e 3 (ST Y

=\ 2 cos( Itz

Démonstration. Montrons tout d’abord que la partie polynomiale est nulle. Les po-
lynomes de Chebyshev satisfont la relation de récurrence U, 1o(X) = 2XU,41(X) —
Un(X), Up(X) =1 et U;(X) = 2X. On voit en particulier que Us,(X) a un terme
constant non nul. II découle alors du théoréme 7.9 que le degré du numérateur de
Dy(z) est strictement inférieur a celui du dénominateur.

On détermine maintenant les parties polaires de la décomposition. Un calcul

élémentaire dongle
JmT
(2COS(Pk+1 )Z) _ R( )+ 1 1 + (_1)d 1
1—(2 Im))222 2 1-2cos( % 2 142cos(E1)z’
( cos(p,chl )2z s( SR )z + Cos(PkJrl )z

ou R(z) est un polynome dépendant de s. On obtient donc

pk+1_1 )
. ; . d+1+2
Due) = X sinlyftn) (£ sin(ein) ) o

j=1 acA phtl

k+1
P —1
1 : tw . rtr(d+1+42a) (=1)¢
+ T E : Sln( k+1) (E : Sln( FTL ) T L
p = p ach D 1+2 cos( SR )z

On pose t = p**! — j dans la seconde somme, d’oil

pk+1_1
e . tr(d+1+2a 17
> sm(p,ﬁﬂ) (Z sin (4 (pJ,ZJrJf ))> 1+2C(Os()k+1)z

t=1 acA
P e ) (-1
= sin —1)d gin ({rdt1t2a )
5 sinfEn) (5 (1) sin(h) )
On a donc bien la formule voulue. O
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Remarquons que si p = 2, la partie polaire est la méme que ci-dessus, et on voit
facilement que la partie polynomiale est constante. Plus précisément, elle est nulle
lorsque d est impair, elle vaut 2;—_11 lorsque d est congru & 2 modulo 4, et elle vaut
2,%1 lorsque 4 divise d. On ne détaille pas les calculs car on n’aura pas besoin de la
décomposition en éléments simples de Dy(z) lorsque p = 2.

7.4 Série génératrice pour chaque famille de groupes

Dans cette partie, on montre comment exprimer simplement x(z) en fonction de
D4(2). On en déduit en particulier que x(z) est une fraction rationnelle a poles réels
positifs et simples. Lorsque F = (Sp(2¢))q>1, (Spin(2g + 1)),>1 ou (Spin(2g))4>1, on
donne aussi des formules pour calculer les dimensions des sous-espaces de poids. Dans
les prochaines sections, on exploite le théoréme qui suit pour obtenir des formules
plus explicites pour les dimensions des (G-modules simples.

Théoréme 7.18

$i 7 = (5p(20) o1 i) = 7 (15 * Dile) )

. . 1 24
Si F = (Spin(2q + 1))g>1, Xd <52’2) = WDQd—H(Z).

. . 1 2d-1
i 7 = (Spin20) o xa (37) = S Do)

Si F = (S0(2q+1))gz1, Xae(#2) = =7

i F = (S0(20)) 21 et e = 0, xuo(=*) = 5733(Dal2) » Dal2))

Démonstration. 1. Soit F = (Sp(2q))4>1 et considérons la (Sp(2d + 2n), Sp(2))
paire duale M. La dimension de Lgi,(w,) est la multiplicité de T'(d) dans

d+n
(AVR)®WHm) = (2T(0) + T(1))®@tm) = S~ Ok 24tn=FT(1)®* Par conséquent
k=0

dim Ly, (wy,) est le coefficient de 24" dans (25 * Da(2)).

2. Soit F = (Spin(2q + 1)),>1. L’étude de la (Spin(2d + 2n + 1), Spin(3))-paire
duale M montre que la dimension de Lg.,(wy + €,) est la multiplicité de
T((2d + 1)wy) dans (AVL)2HM) @ AV, = (2 + 2V5)®2W@H ) @ AV, = (2 +
2T (2w, ))®@™) @ T'(w, ). Aprés identification de Spin(3) avec SLy, on trouve
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que dim Lqy,(w; +$2,) est la multiplicité de T(2d+1) dans (2427(2))%(@+ @
T(1).Or 1+T7T(2) =T(1) ® T(1) d’apres le lemme 7.1, donc dim L, (wy +
Q,) est la multiplicité de T'(2d + 1) dans 24+7T(1)®2d+2n+D) " c'est-a-dire 247"
que multiplie le coefficient de 22*2"*! dans Dyg,1(z). On en déduit que le
coefficient de 22" de xq(52?) est 2¢ que multiplie le coefficient de z2¢+2"*! dans
Dsgy1(2). Les fonctions Xd(%zz) et ZTIHDde étant paires, on en déduit le
résultat.

3. Soit F = (Spin(2q)),>1. On utilise la (Pin(2d + 2n), SO(3)) paire duale M pour
gagner du temps : on évite ainsi les questions de signe pour les représentations
de O(3). Il faut noter que la fonction x(z) pour la paire (Pin(2d 4 2n), SO(3))
est le double de la fonction x(z) pour la paire (Spin(2d + 2n), O(3)). La dimen-
sion de Lgy,(wy + Q,,0) est la multiplicité de T(de;) dans (AV3)®@+™ sous
laction de SO(3), et un calcul identique au cas précédent donne la formule
annonceée.

4. Soit F = (SO(2¢+1))s>1. On considére la (SO(2d 4 2n + 1), Pin(4)) paire
duale M. La dimension de Lg,(2,+Q14—c) est la multiplicité de T((d+%)61—|—
(e + 3)e2,0) dans (AV2)®@™ @ AV,_ sous l'action de Pin(4), qui est aussi la
multiplicité de T((d+ 3)e1 + (e + $)e2) dans (AV5)®@+) @ AV, sous action
de Spin(4). On a déja vu, dans la démonstration de la proposition 7.3, que
AVs = (IKT(1)@T(1)K1)®2 sous SL(2) x SL(2), et AVs_ = 1RT(1)&T(1)K1.

On a donc
Xae(z) =D [(AIXT1) e T(1)X 1)®(2d+2n+1) :T(d—e)RT(d+e+1)]2"
n>0
= 3 > Chyonn [T RT (1220410 T(d — e) RT(d + e 4 1)]2"
n>0 i
= 3 2 Clpron [T T(d — e)][T(1)*H2% =0 T(d + e + 1)] 2",
n>0 i

Comme [T'(1)®" : T'(d — e)] est le coefficient de z* dans Dy, et [T(1)?dtn+1=i .
T(d+ e+ 1)] est le coefficient de 22477+~ dans Dy,.,1, on voit que

1
WDd—e * Ditet1

= 2 2 Coaran[T(D®: T(d = e)[TAPH I T(d + e + 1)]2"

= go 22 Coaona [T T(d = e)][T(1)*F2r 70 T(d + e + 1))

car #Dd,e x Dgier1 est paire, d’ou le résultat annoncé.

5. Soit F = (SO(2q))4>1. On utilise la (O(2d + 2n),SO(4)) paire duale M pour
éviter les difficultés liées a la décomposition des produits tensoriels sous O(4).
La dimension de Ly, (2, + Qnide,€) (¢ =0 ou e = +) est la multiplicité de
T(de, + ess) dans (AV5)®F) sous I'action de SO(4). Un calcul identique au

cas précédent donne Y dim Lgy, (2, + Qpid_e, )2 = Z%(Dd_e * Dgie), et
n>0
on en déduit les deux formules.
O
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k
Corollaire 7.19 Soient F = (Sp(2q))>1 et d € N. Si d+1 = > dip" est la

i=1
décomposition en base p de d+ 1, on a

k 1
1 U(p—di)pi—1<£ —1)
Xal2) = zd+1 11 Upira(3z —1)

Dans le corollaire qui suit, on généralise les observations faites dans le premier
paragraphe du chapitre, et on donne en particulier le plus petit pole de x(z), qui
interviendra dans le paragraphe 7.7.

Corollaire 7.20 Les poles de x(z) sont simples, réels et positifs. Plus précisément :
1 _ 1

1. SiF = (Sp(2q))4>1, les poles de x4(z) sont de la forme T = 3(_J7
> 242 cos(pk+1 ) 4 cos (2pk+1

1 <j <pFtl—1, ou p* est la plus grande puissance de p dans le développement
en base p de d+ 1. Le plus petit pole est 1

4 cos?( 2p;§+1 )

2. Si F = (Spin(2¢ + 1))4>1 ou (Spin(2q))s>1, les poles de xq(z) sont de la forme

oo () 1 <5 <pFtl —1, ou p™* est la plus grande puissance de p dans le
pkz+1

développement en base p de 2d + 2 si F = (Spin(2q + 1))4>1 (resp. 2d + 1 si
F = (Spin(2q))>1). Le plus petit pole est

2 .
8 cos (pk’jrl )

3. 851 F = (SO(2¢+ 1)1 ou (SO(2q))g>1, les poles de xa.(z) sont de la forme
1 1 <i<phtl—1,1< 4 <p"*t —1, ou ph est la plus

4(cos( ) +eos(—f7))?
grande puissance de p dans le développement en base p de d — e + 1, et p* est
la plus grande puissance de p dans le développement en base p de d+ e+ 2 si
F = (SO(2¢+ 1))g>1 (resp. d+e+1 si F = (SO(2q)),>1). Le plus petit pole
est 1

4(cos(ph%)+cos(pk%))2 :

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence presque immédiate des propriétés
du produit de convolution *, associées & la description des poles de Dy(z) faite
au paragraphe 7.3.1. Pour les groupes autres que le groupe symplectique, il faut
remarquer que si la série F'(2?) est rationnelle & poles simples, on peut regrouper
chaque pole de la fraction rationnelle paire F'(2%) avec son opposé, et ’équation

1 12
T—az T T5az = 1-.257 Permet de conclure. O

Lorsque G = Sp(2m), Spin(2m + 1) ou Spin(2m), on obtient des formules ana-
logues aux précédentes pour calculer les dimensions des sous-espaces de poids.

Proposition 7.21 Soient r,s < m.
Si G = Sp(2m), la dimension de L(w,),, est le coefficient de z™~° dans D,,—.(2).
St G = Spin(2m + 1), la dimension de L(wy +Q, )., +o, est le coefficient de 2™~*
dans L5 * —Dz(m‘:/);(\/g).

92

)7



7.5. FORMULES POUR LES GROUPES SYMPLECTIQUES ET SPIN

Si G = Spin(2m) et si r — s est pair, la dimension de L(wy + Q). 10, est le
coefficient de 2™ % dans ﬁ * Do(m—r)(v/2), €t la dimension de L(wy + ), 4q, est
nulle.

Si G = Spin(2m) et si r — s est impair, la dimension de L(wy + Q,.),_1q. est le
coefficient de 2™ 7' dans 5 * Dogy_r)(/Z) €t la dimension de L(wy + Q)u, 10,
est nulle.

Démonstration. Si F = (Sp(2q))g>1 et n > 0, on a dim Ly, (wp)o, , = [T(1)2@H
T(d)], et il suffit de poser n =r, d=m —r et | =r — s pour en déduire le résultat.
Si F = (Spin(2g + 1))g>1, on a dim Layn(wy + Qn)w, 10, , = [T(2)2@F @ T(1) :

T(2d1)] = [(T()OT(1)~1FEDOT(1) : T(2d+1)] = 3 by (~1)H-HT (1))

T(2d + 1)]. Cette derniére expression est le coefficient de 2%+ dans —L; * Dz‘i%z(ﬁ),

etiln’y aplusquaposern=r,d=m-—retl=r—s.

On procéde de méme si F = (Spin(2¢)),>1. Sous action de o, on a dim L4, (w4 +
Qo 10,, = [T(e1, =)D 2 T(dey, (—1)%)]. Si cette dimension est non nulle,
est nécessairement pair, et en identifiant SO(3) et SL(2) on trouve dim Lgy,(wy +

d+l
Qn)wyr0, , = [L(2)2HD T (2d)] = 3 Ck,(=1)HF[T(1)®EP : T(2d)]. On trouve
k=0

pareillement dim Ly, (wy + Qp)w_ 1, , = [T(2)2@H=D . T(2d)] avec | impair. O

Dans la section 7.5, on obtient d’autres expressions pour les dimensions des
modules simples ne faisant plus intervenir les séries et la convolution, et on pourrait
obtenir sans difficulté des résultats analogues pour les dimensions des sous-espaces
de poids a partir de la proposition qu’on vient de démontrer.

7.5 Formules pour les groupes symplectiques et spin

On obtient dans cette section plusieurs expressions pour les dimensions des mo-
dules simples lorsque G = Sp(2m), Spin(2m) ou Spin(2m + 1). On les obtient
d’abord comme coefficients de séries entiéres trés simples, ce qui permet notam-
ment, grace a 'informatique, d’obtenir les valeurs numériques des dimensions, méme
lorsque les différents paramétres sont grands. On écrit ensuite les dimensions des mo-
dules simples comme somme alternée de dimensions de modules de Weyl. Notons
qu’au chapitre suivant, on verra que ces égalités sont également vraies au niveau des
caractéres. Enfin on exprime les dimensions des modules simples par des sommes
“périodiques” de coeflicients binomiaux.

Définition 7.22 Pour tout r < m on pose
1. R=m+1—r siG=>Sp(2m),
2. R=2(m+1—r) si G=Spin(2m+ 1),
3. R=2(m+1—r)—1 si G=Spin(2m),
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k
et soit R =3 R;p" la décomposition de R en base p avec R; # 0 et Ry # 0.
i=7

Ces notations sont utilisées dans toute la suite de la section 7.5, et on les compléte
dans la section 7.6, ainsi qu’au chapitre suivant.

7.5.1 Séries entiéres élémentaires

Proposition 7.23 $i G = Spin(2m + 1), alors 5 dim L(wy. + Q) est le coefficient

X(P*di)Pi,1

k
de X" dans le développement en série entiere de (1 — X)(1+ X)*™ 1 [] ST

i=f
Si G = Spin(2m), alors 5m— dim L(wy + Q) est le coefficient de X" dans le

X(—d)p’ _q

k
développement en série entiere de (1 — X)(1 + X)*™ [] ST

i=f

Démonstration. Supposons G = Spin(2m + 1). Par définition dim L(w, 4€2,.) est le

. . . . Dot z
coefficient de 2" dans x,,_(2), qui est aussi le coefficient de 2*" dans QWQTM.

Ainsi 5 dim L(wy + Q) est le coefficient de 2™ dans Dog,—r)11(2), et il n’y a
plus qu’a appliquer le théoréme 7.10. On procéde de méme si G = Spin(2m). O

Proposition 7.24 Si G = Sp(2m), alors dim L(w,) est le coefficient de X" dans le

X2(P*di)Pi -1
Xty

k
développement en série entiere de (1 — X)(1 + X)*™ []
i=f

Démonstration. Posons d = m — r et suivons la méthode de |14]. On doit montrer

que le coefficient de z" dans x4(z) est le coefficient de X" dans le développement en

série entiére de O4,.(X) = (1 — X)(1 + X)L T] X224 21 Or le coefficient de
i=f

x2pttl g -

2" dans x4(z) est égal a ﬁ ’;j‘f(fl)

Porigine. Soit § € R, et posons w = € et ;- —1 = cos = 3 (w++). Ona z =
et sin(kf) = wk;;”fk pour tout k € N, d’ ou, a l'aide de 7.19
1 Eosin((p — di)pif) (14 w)2+2 L w-ddrt — = -dip'
Xa(z) = (i ydt H
(w+1)?

dz, le contour étant un lacet d’indice 1 autour de
Gt 1P

Sin(pH'l@) wd+1 y wP T — Pt
1=

(1 +w)2d+2 k wZ(p—di)pi -1 k

—d;)p*
_ H Wit = (1 + w)2H+2 H w2P=dip' _ 1
i1

d+1 2pitl _ 2pit1l _
w iy W P 1 iy W P 1
Comme dz = (llJ:—lz”):,,dw, I’application w — 2z est biholomorphe dans un petit

voisinage de 'origine, on peut donc effectuer le changement de variable z = ﬁ,
ce qui donne
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L a0, L fiouiier v,

24T zZr+l1 21T wrtl

1 [ (1= w)(1 + w)2d+2r+1 ﬁ wp=dap' _ L 1 [ ©4,(w)
= — it dw = —
w _

24T w1
i=f

Ezemple 7.25 Soit m = 10, p = 2 et G = Sp(2m). On trouve le tableau suivant
pour les dimensions des modules simples, la derniére ligne donnant les dimensions
en caractéristique zéro. Remarquons que dim L(w,,) = 1024 = 2%, conformément
au théoréme 6.1. On remarque aussi que si on écrit m + 1 = 1 + 2 + 23, les valeurs
de r pour lesquelles A(w,) est simple sont 1,1 + 2,1 + 2 + 22, comme le veut le
corollaire 8.14.

r 12 3 | 4 5 6 7 8 9 10
dim L(w,) | 20 | 188 | 1120 | 4466 | 14344 | 20448 | 62016 | 53296 | 76096 | 1024
Cr —C5-2[20] 189 | 1120 | 4655 | 14364 | 33915 | 62016 | 87210 | 90440 | 58786

7.5.2 Modules de Weyl

On écrit maintenant dim L(w,) comme une somme alternée de dimensions de
modules de Weyl a l'aide de la proposition 7.11. Dans le théoréme qui suit, on
convient que A(ws) = A(ws +§5) =0si s <0, et A(wp) est le module trivial. Au
chapitre suivant (théoréme 8.16), on améliore ce théoréme en montrant qu’on peut y
remplacer dim(?) par ch(?) lorsque G = Sp(2m) ou Spin(2m + 1). Si G = Spin(2m),
on peut remplacer dim(?) par ch(?) & condition de remplacer wy + Q,_; (resp.
wy + Q_(jrs)) par w_ + Q. (resp. w_ + ,_(j14)) lorsque j (resp. (j + 0)) est
impair.

Théoréme 7.26 Soit 6 = (p — Ry)p’
Si G = Sp(2m) on a

dim L(w,) = Y _(dim A(w,—g;) — dim Aw,_a(+4)))
jeJ

et si G = Spin(2m + 1) ou G = Spin(2m) on a
dim Lwy + Q) = Y (dim A(wy + Q—j) — dim A(wy + Q_4)),
jeJ

avec J ={j >0 [ si j; est le coefficient de p* dans la décomposition en base p de j,
on a j; = 0 pour tout i < f et j; + R; < p pour tout i > f + 1}.
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Démonstration. Si G = Sp(2m), on utilise le théoréme 7.24 et on reprend la dé-
monstration de la proposition 7.11. Si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m)), c’est une
conséquence directe du théoréme 7.18 et de la proposition 7.11, en remarquant que
dim A(wy + Q) = 2™(C4,0q — Conliy) (vesp. 2mH(Cs, — C51)), comme on l'a
montré dans 'exemple 2.6. a

Ezemple 7.27 Soit G = Sp(2m) et r = 2. On trouve immédiatement que

‘ [ m(2m — 1) — 2 si p divise m,
dim L(wy) = { m(2m — 1) — 1 sinon.

Corollaire 7.28 Soient r et p fizés.
Si F = (Sp(2q))g>1, on a

dim L(w,) ~ dimA(w,) ~ —m'.

m—o0 m—0o0 7’!

St F = (Spin(2q + 1))4>1, on a

27'
dim L(wy + Q) ~ dimA(wy +Q,.) ~ —2"m".

m—0o0 m—oo 71!
Si F = (Spin(2q))4>1, on a
27’
dim L(wy +9Q,) ~ dimA(w, +Q,) ~ =2m"1m"

m— o0 m— oo r!

Démonstration. Dans le théoréme précédent, le cardinal de I est majoré par r+ 1,
et les différents termes sont des polynomes en m (multipliés par 2 pour les groupes
spin), ce qui suffit pour conclure. O

On dispose également de formules faisant intervenir des sommes périodiques de
coefficients binomiaux, formules qui s’obtiennent en reprenant la démonstration du

k
corollaire 7.13. On pose A={ > a;p' | Vi, 0<a; <p—1-—R;}.
i=f+1

Corollaire 7.29 Si G = Sp(2m) on a

dim L(Wr) = Z Z(C;;2a+2npk+l - C;;Q—Qa-i—?nphrl)‘

a€A neZ

Si G = Spin(2m + 1) on a

dim Liw, + Q) =273 3 (G40 = Gai™™™).

a€A neZ

Si G = Spin(2m) on a

dim L((,qu —+ Qr) — 2m71 Z Z(C;;La+npk+1 . ngllfa+npk+1)'

a€A neZ
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7.6 Expressions trigonométriques

Dans cette section, on obtient pour chaque groupe classique G les dimensions
des G-modules simples comme sommes de produits de cos & o = et sm; Ces derniéres
formules peuvent s’obtenir directement a partir du théoréme 7.18 et de la décompo-
sition explicite de Dgy(z) en éléments simples, et c¢’est d’ailleurs comme cela qu’on
procéde pour les groupes spéciaux orthogonaux.

Définition 7.30 Pour tous ¢ < r < m on pose

1. R=m+1—r siG=Sp(2m),
R=2m+2—2r si G = Spin(2m + 1),
R=2m+1—2r si G = Spin(2m),
R=2m+2—-r—qetS=r—q+1sG=S02m+1),
R:2m+1—r—q etS:r—q—i-lsz'G:SO( m).

Soit R = Z Rip® et S = Z Sip les décompositions en base p de R et S, avec
i=f i=g

Ry#0, R, #0,S,#0, S;#0. On pose A = { Z ap' | Vi, 0<a; <p—1—R;}
i=f+1

l

i=g+1
Proposition 7.31 Si G = Sp(2m), la dimension de L(w,) est

p

k+1_ 1
(R + 2a) . m i \\om
s > (Zsm e )) 81H<F)(QCOS(W)) .

i=1 acA

Si G = Spin(2m + 1), la dimension de L(wy + Q,) est

k+1_1
gm+1 P 7(R+2a),\ . , iw im
Pt Z <Z sin Pt ) SID(W)Q COS(W»MH'

i=1 a€A

Si G = Spin(2m), la dimension de L(wy + €),.) est

k+1_1
om P . im(R+2a) \ ., i T\ om
W Z (Z Sln(ka) SIH(W)<2 COS(F)) .

=1 acA

Si G =8502m+1) et r > q, la dimension de L(§2,. + Q,) est

4 m(R+2a), . ,jm(S+2b)
Pl Z Zsm PR ) sin P )
1<i<phtl_1\acA
1<]<pH'1—1 be B
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s gm s gm
o ) sm(lerl )(2 COS(pk+1) +2 COS(F

sin(

Si G =8S0(2m) et m > r > q, la dimension de L(,. + ) est

4 R+2a) . gm(S +2b)
plHE+2 Z Zsm ) sin( P )

1<i<phtl—1\acA
1<j<plft—1\beB

P N L s JT \\2m
Sm(pk+1 ) SIH(F)(Q Cos(pkﬂ) +2c OS(le ).
St r =m, il faut diviser ce nombre par deux.

Démonstration. Pour les groupes symplectiques et spin, on peut déduire immédia-
tement le résultat de la proposition 7.29 et du lemme 7.14. Notons cependant que
si G = Sp(2m), on trouve tout d’abord que la dimension de L(w,) est

2pkt+1 R+2 ) ) )
a . (0 1T 2m
pk+1 Z (Z SlIl k+1 )) Sln(]ﬁ)(2 COS(W)) .

a€A

Les termes correspondant a i = p**! et i = 2p**1 sont nuls, on peut donc couper

la somme en deux : une premiére somme sur ¢ compris entre 1 et p**' — 1, une
seconde sur i compris entre p*T! + 1 et 2p¥*1 — 1. Dans la seconde somme, on pose
i = 2p"*! — j, avec j compris entre 1 et pF*! — 1, et ce changement montre que les
deux sommes sont égales, d’ou la formule voulue.

Pour les groupes spéciaux orthogonaux, il faut utiliser le théoréme 7.18 et le
corollaire 7.17, ¢’est-a-dire la décomposition de Dg4(z) en éléments simples. O

p—1 . . m
Ezemple 7.32 Si G = Sp(2m), on a dim L(wy) = 2 37 sin*(T) (2 + 2(:03(%)) . Si
i=1

p = 2 ou p = 3 on trouve respectivement 2™ et %(3m + 1), résultats déja obtenus au

chapitre précédent (théorémes 6.1 et 6.3). Si p =5, on a cos(§) = \/54“,005(%”) =

vB-1 ,sin?(T) = =5 gin?(2m) = 555 qon

1) - L(258 (30 4 2585 Bym 4 5 (2Sym . 5B (3Bym)

7.7 Comportement asymptotique

C’est le plus petit pole de x(z), déterminé dans la section 7.4, qui dicte le com-
portement asymptotique des dimensions des G-modules simples lorsque le rang de

G tend vers l'infini : soit @ non nul et b = % L ==L - =15 pnpm,
a z—a a 1-bz a =
n_

Ainsi, lorsque n devient grand, le coefficient de z™ dans x(z) est équivalent a ¢b”, ou
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c est une constante non nulle et b a le plus grand module, ce qui signifie que a est
le plus petit pole de x(z). Soit F = (Sp(2¢)),>1 par exemple, et soient p et d fixés.
Il existe une constante ¢ > 0 telle que

. " n T
dim Lgyp(wy) o~ 4" cos? (W)

ot p* est la plus grande puissance de p dans le développement en base p de d + 1.
Les formules de la section précédente nous permettent d’obtenir ’expression de ¢ en
fonction de p et d.

Avant méme de déterminer la valeur exacte de ¢, on peut comparer les dimen-
sions avec celles de caractéristique zéro. Si F = (Sp(2¢)),>1 on a dim Lgy,(w,) =

Cyon — Ol €n caractéristique zéro, et en s’aidant de la formule de Stirling on
d n . . .
trouve dim Ly (w,) ~ L\/gfl)#ﬁ. On voit en particulier que le rapport des deux
n—oo

dimensions décroit exponentiellement vers zéro.
Pour tous 0 < e < d, on pose

R=d+1si G =Sp(2m),

R =2d+2si G =Spin(2m + 1),

R =2d+ 1 si G = Spin(2m),

R=d+e+2et S=d—e+1siG=S02m+1),
R=d+e+1let S=d—e+1siG=S0(2m).

On conserve les notations attachées a R et S, et on définit

L = g sin(r) ¥ sin(*H), Bs = g sin(fir) 3 sin(*).
ac S

AN

On pose enfin
1. ¢ = Bg(2cos(5fr))* si F = (Sp(2q))g>1,
2. ¢ =211y (2 cos(; —£5))? 4 si F = (Spin(2g + 1)) 451,
3. c=29%R(2 cos( 7 )% si F = (Spin(2q))g>1,
4. ¢ = 28p¥s(2cos(f) + 2cos(f7))* T st F = (SO(2¢ + 1)) 421,
5. ¢ = 2XpNs(2cos(5f) + 2c08(f7))* si F = (SO(29))g>1-

Proposition 7.33 Soient 0 < e < d et p firés.
1. Soit F = (Sp(2q))g>1- On a

n—oo

: nwo om0
dim Lgyn(wn) ~ ¢ 4" cos? <2pk+1) )
2. Soit F = (Spin(2¢ + 1))4>1 ou (Spin(2¢))y>1 - On a

dim Lgyn(wy +Q,) ~ ¢ 8" cos®” (L> )
p

n—00 k41
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3. Soit F = (SO(2q + 1))4>1 ou (SO(2¢))g>1- On a

2n
dim Ld+n(Qn + Qn+dfe) ~ c4" <COS(p]::_1) + COS(]%)) ’

n—oo

Démonstration. La démonstration est immédiate, en notant toutefois que pour les
groupes spin et spéciaux orthogonaux, deux termes de la formule de la proposition
7.31 apportent une contribution (en fait la méme contribution). Pour les groupes
spin par exemple, ce sont les termes correspondant & j = 1 et j = p*+! — 1. O

100



Chapitre 8

Modules de Weyl de plus haut poids
Wr OU W4 + Wy

Dans ce dernier chapitre, on considére les modules de Weyl de plus haut poids w;
si G = Sp(2m), et de plus haut poids w; + w, si G est un groupe spin. On rappelle
tout d’abord quels sont leurs facteurs de composition, et on mentionne les critéres
d’irréductibilité obtenus par Premet et Suprunenko [39] pour les modules de Weyl
A(w,) si G =Sp(2m) et p > 2.

La connaissance des facteurs de composition, associée au théoréme 7.26, fournit
une condition nécessaire et suffisante, liant r et m — r, pour qu’un module de Weyl
de plus haut poids w, (resp. wy + ;) soit simple. A partir de cette condition, on
obtient la liste de tous ces modules de Weyl simples et leur nombre.

On améliore ensuite le théoréme 7.26 en montrant qu’on peut y remplacer dim(?)
par ch(?). On obtient donc le caractére des modules simples de plus haut poids
wy st G = Sp(2m), et de plus haut poids w; + w, si G est un groupe spin, sous
forme d’une somme alternée de caractéres de modules de Weyl. On arrive a ce
résultat en inversant les matrices de décomposition des modules de Weyl. L’idée de la
démonstration est d’utiliser la nature fractale des matrices en jeu pour procéder par
récurrence. On termine ce chapitre par une application aux caractéres des modules
simples de SL(2), qu'on exprime comme somme alternée de caractéres de modules
de Weyl.

8.1 Matrices de décomposition

On rappelle deux résultats dus respectivement & Donkin [13] et James [24], en
reprenant les notations du chapitre 4.

Proposition 8.1 (Donkin)([2], proposition 1.6) On a [A(N) : L(p)] = [T(i) : AN)].

On introduit maintenant une définition importante de James [24]. On rappelle
que pour tout entier positif j, la décomposition en base p de j désigne I’écriture
Jj=>. 7", avec j; € Net 0 < j; < p— 1 pour tout i.

i>0
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Définition 8.2 Sia =Y a;p’ et b= b;p’ sont les décompositions respectives en
base p des entiers a et b, on écrit a C b si, pour tout i, on a a; =0 ou a; = b;.

La définition initiale de James comporte en fait une condition supplémentaire,
condition dont on voit, grace au lemme 8.21, qu’elle est automatiquement vérifiée
dans le théoréme ci-dessous. Considérons les représentations modulaires du groupe
symétrique S, associées a des partitions de n en au plus deux parts. Pour tous
0 <j <i<% onnote S le module de Specht associé a la partition (n—1,1) et
D(=33) Je S,-module simple associé a la partition (n—7, 7). Si on pose j' = n+1—2j
et ' =n+1—2i, on a le théoréme qui suit.

Théoréme 8.3 (James [24]) Les facteurs de composition de S™~%9) sont sans mul-
tiplicité, et D" 99) est un facteur de composition de SV si et seulement si
Iy,

2

Le théoréme suivant fournit la matrice de décomposition des modules de Weyl
Aw,) et Alwy + w,). Il a été obtenu pour G = Sp(2m) et p > 2 par Premet et
Suprunenko [39] grace au théoréme de James ci-dessus, et pour G = Spin(2m + 1)
on le trouve dans [36].

On reprend les notations de la définition 7.22 et on les compléte comme suit :

Définition 8.4 Pour tout r < m on pose
1. M=m+1et R=M—r si G=Sp(2m),
2. M =2m+2 et R=M —2r si G = Spin(2m + 1),
3. M =2m+1 et R=M —2r si G = Spin(2m),

k
et soit R =Y R;p' la décomposition en base p de R.

i=f
Pour 0 < j < m, on note toujours €2, la somme 1 + - - - +¢;, et le module L(wy) est
le module trivial.

Théoréme 8.5 Soit 1 <r < m.
Si G =Sp(2m), on a chA(w,) = > chL(wj).
icM—j
Si G =Spin(2m+1), on a chA(w; +Q,) = > chL(ws + Q).
r—jCM—2j
Si G = Spin(2m), on a

chA(wy +Q,) = > ch L(wy + Q) + > ch L(w_ + ;).
r—jCM-2j r—jCM=2j
r — j pair r — j impair

Démonstration. Si G = Sp(2m), la formule a été obtenue par Baranov et Supru-
nenko dans [6] pour tout p. La proposition précédente appliquée a la (Sp(2m), SL(2))
paire duale montre alors que pour le groupe SL(2), on a [T(s) : A(r)] = 1 si
=t C s+ 1et [T(s) : A(r)] = 0 sinon. On applique alors & nouveau la propo-
sition précédente a la (Spin(2m + 1),SL(2)) paire duale et a la (Spin(2m), O(3))

paire duale pour obtenir les formules voulues. O
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Si G = Sp(2m) et p > 2, Premet et Suprunenko [39] ont également obtenu
plusieurs conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un module de Weyl de plus
haut poids w, soit irréductible. On rappelle briévement ces conditions, v, étant la
valuation p-adique sur Q.

Théoréme 8.6 [39] Soit 1 < r < m.

1. Le module de Weyl A(w,) est simple si et seulement si pour tout entier j

vérifiant 1 <j <%, ona Up(m%’.”rl +1)<o0.

2. Le module de Weyl A(w,) est simple si el seulement si pour tout entier j
r=j

Ve . . . — - . T
vérifiant 0 < j <r et j=r mod 2, p ne divise pas CmirHJr%j.

8.2 Modules de Weyl simples

On pourra consulter Jantzen (|25], I1,8.21) sur la simplicité des modules de Weyl.
Rappelons simplement que les modules de Weyl de plus poids un poids fondamental
sont simples pour les groupes de type A, B et D (cf. Wong [47]). Dans cette section,
on se propose de déterminer, pour G = Sp(2m), Spin(2m + 1) ou Spin(2m), tous
les modules de Weyl simples de plus haut poids w, (wy + €, pour les groupes spin).
On démontre tout d’abord le théoréme-clé de cette partie, qui donne une condition
nécessaire et suffisante entre et m —r pour que A(w,) (ou A(w; +$2,)) soit simple.
On conserve les notations de la définition 8.4.

Théoréme 8.7 Soit 1 <r < m.

Si G = Sp(2m), A(w,) est simple si et seulement si v < 2(p — Ry)p’.

Si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m), A(wy + ) est simple si et seulement si r <
(p — Ry)p’.

Démonstration. Si G = Sp(2m) et r < 2(p — Ry)p’, il résulte immédiatement du
théoréme 7.26 que dim L(w,) = dim A(w,), et comme L(w,) est un quotient de
A(w,), on a A(w,) ~ L(w,).

Si G = Sp(2m) et r > 2(p — Ry)p’, posons j = r —2(p — Ry)p’ > 0. On a
alors T’%J = (p—Rp)pf € M —j =R+ 2(p— Ry)p’, et donc d’aprés 8.5 on a
dim A(w,) > dim L(w,) + dim L(w;) > dim L(w;).

L’argument est le méme si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m). O

Ce critére est beaucoup plus simple que ceux de [39] rappelés plus haut, mais le
lecteur pourra vérifier facilement qu’il leur est équivalent (en utilisant si besoin est

la remarque sur la nullité des coefficients binomiaux modulo p dans 'exemple 3.5).
On peut maintenant se réduire a 'étude de 'ensemble I,(N) défini comme suit.

Définition 8.8 Pour tout entier N > 2 et pour tout 0 < r < N, on pose N —r =
k .
> Rip'. On note I,(N) Uensemble des entiers naturels r tels que r < 2(p — Ry)p?,

i=f
et on désigne par C,(N) le cardinal de I,(N).
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Cette définition est cohérente avec la définition du paragraphe précédant, comme
on le voit dans le corollaire suivant. Remarquons que 0 et 1 sont des éléments de
I,(N). Notons aussi que si r = 0, on peut convenir que le module de Weyl A(w,)
est le module trivial. Comme le module A(w, + Q) est simple, on a le corollaire

Corollaire 8.9 Si G = Sp(2m) et 0 < r < m, A(w,) est simple si et seulement si
r appartient & 1,(M).

Si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m) et 0 < r < m, A(w; + ) est simple si et
seulement si 2r appartient a I,(M).

Avant d’aller plus loin, nous établissons un résultat qui n’est pas indispensable
pour la suite mais qui va éclairer I’énoncé du théoréme qu’on a en vue.

h
Définition 8.10 On écrit N = > N;jp® avec 1 < N; < p—1 pour tout i et 0 <
i=1
S1 < 8§g < - -0 < 8.

Proposition 8.11 Sir est dans I,(N) et r+p’ < N, alors r +p’ est dans I,(N).
J
En particulier Y N;p* est dans I,(N) pour tout j < h — 1.

=1

k .
Démonstration. Ona N =r+ 3 Rip' = (r+p/)+(R;—1)p/ + Ryap’™+.... Si
i=f
Ry > 2, on a bien r + p/ < 2(p — (Ry — 1))p’ puisque r + p/ < 2(p — Ry)p’ + p’ et
2(p— (R;—1))p’ =2(p— Ry)p’ +2p’. Supposons R; = 1. Comme r+p/ < N, on a
R=p"+3> Rip® avec g > f et R, # 0. Par conséquent r +p/ < (2p—2R;+1)p’ <
i>g

2(p — R,)p?, et v+ p’ est dans I,(N).

On a toujours 0 dans I,(N), et en itérant la premiére partie de la proposition,
on trouve le résultat annoncé. a

On peut déja obtenir facilement la valeur de Cy,(N). On note log, le logarithme
de base p, et pour tout nombre réel z, [z] désigne sa partie entiére.

Proposition 8.12 On a C,(N) = (p — 1)[log,(N)] + [m} :

Démonstration. Posons f(N) = (p — 1)sp + Nj. La formule & démontrer se réécrit
alors Cp(N) = f(N). Il est clair que si N +1 = dp' avec 1 < d < p—1, on a
fIN+1) = f(N)+ 1, et f(N+1)= f(N) sinon. Comme C,(2) = 2 = f(2), il
suffit d’établir que C,(N +1) = C,(N)+1si N+ 1 =dp' avec1 <d <p—1et
Cp(N +1) = C,(N) sinon.
k k
Ona N =7+ Rp', dot N+1= (r+1)+ > Rip’. Sir n'est pas dans

i=f i=f
I,(N), on en déduit que  + 1 n’est pas dans I,(N + 1). Si r est dans [,(NV), alors
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r + 1 est dans I,(N + 1), sauf lorsque 7 = 2(p — Ry)p/ — 1, ce qui équivaut a

k
N =2p—R)pl =1+ > Rp" = (p— Rp)pf —1+p" + Rppp’t + -+ =

=f
(p — Rp)p! — 1 + p/Tlu, avec u non nul. Autrement dit N + 1 a au moins deux
chiffres non nuls dans son écriture en base p. En conclusion, si N + 1 = dp' avec
1 <d<p-—1,onar dans [,(N + 1) si et seulement si 7’ = 0 ou ' — 1 est dans
I,(N), et donc C,(N +1) = C,(N) + 1. Dans le cas contraire, 7’ est dans I,(N + 1)
si et seulement si ' = 0 ou 7’ — 1 est dans [,(N) privé de I'élément 2(p — Ry)p/ — 1,
et par conséquent C,(N + 1) = C,(N). O

Remarquons que la preuve précédente fournit une construction itérative de I,(N),
mais on va procéder de maniére plus directe pour déterminer I,(N). On peut no-
ter également que les formules obtenues dans cette derniére démonstration, a savoir
Co(N+1)=C,(N)+1si N+1=dp'avec 1 <d<p-—1et Cp(N+1)=C,(N)
sinon, montrent en particulier que, lorsque G = Sp(2m), les modules de Weyl de
plus haut poids un poids fondamental sont tous simples si et seulement si p > m+1.

Théoréme 8.13 Soit 0 < r < N. Alors r appartient a I,(N) si et seulement si
r =0 ou r figure dans dans le tableau ci-dessous :

T conditions

dp® 5§ < 81,
1<d<p-1

dp*t 1<d< N —1

J

i=1

J
S Nip¥ +dp% | 1< j<h,
=1 N;+1<d<p-1

J

> N;p* + dp® 1<j<h,
=1 S5 < 8§ < Sjy1,
1<d<p-1

J
ST Np*i+dp¥itt | 1 < j<h,
=1 1<d<Nj—1

Démonstration. L’entier r appartient & I,(N) si et seulement si il vérifie 'une des
deux conditions suivantes :
l. r=dp®avecd=0,0u(s<sjetl <d<p-1),ou(s=s1etl <d< N —1).
J
2. Il existe 1 < 5 < h tel que r = > N;p% + dp® avec d = 0, ou ( s = s; et
i=1
Ni+1<d<p-1),ou(sj<s<sjpetl<d<p-—1),ou(s=s et
1<d< Ny —1).
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Veérifions tout d’abord qu’on a bien (p—1)s,+ N}, valeurs distinctes pour 7, comme
le veut la proposition précédente. Dans le premier cas, ona 1+ (p—1)s;+N; —1 =
(p — 1)s1 + Ny valeurs. Dans le second cas, pour un j fixé, ona 1+ (p— N; — 1) +
(p—1)(sj41—5;— 1)+ Njy1 —1 = (p—1)(8j41 — 8j) + Nj11 — N; valeurs. En faisant
la somme, on trouve bien (p — 1)s; + V), valeurs distinctes.

Il ne reste plus qu’a vérifier que toutes les valeurs prises par r sont dans I,(IV).
Il suffit de traiter le second cas, le premier s’obtenant de méme. Soit donc r =
z]: N;p® 4 dp®. Si d = 0, la proposition 8.11 donne le résultat. Si s; < s < s;41 et
i=1
1<d<p—-1l,ousis=s;et Nj+1<d<p-—1, ona N =r+(p—dp°+
(p—1Dptt+-- 4 (p—1)p¥i+~t + (Njq — 1)p¥+ 4+ ..., et dans tous les cas on a
r<2dp®.Sis=s;4et 1 <d<Njz;—1,onaN =r+ (N —d)p t +... avec
1< Njy —d<p-—1letr<2dp+ <2(p— Njy +d)p>+. O

h
Corollaire 8.14 Soit G = Sp(2m), p =2 et m+1 = > p% avec 0 < 81 < 3 <

i=1
<o < sp et sop=0. Il y a exactement s, + 1 modules de Weyl A(w,) simples, et le

J
module de Weyl A(w,) est simple si et seulement sir =0, r =1 our = >y p% + p°
i=1

avec 0 <7< h—1, s <s<sj41 et s<sp.

Remarquons qu’en combinant les résultats de [14] et |24] sur les représentations
modulaires du groupe symétrique S,,, on trouve par les mémes raisonnements que,
si la partition (n —4,4) est p-réguliére, le module de Specht S™~%9 est simple si et
seulement si 2i € I,(n + 1). On vérifie facilement que cette condition équivaut au
théoréme 23.13 de [24], qui dit que S™ ) est simple si et seulement si, pour tout
1<j<i,onauv(j)=uv(n+1—2i+j), v, étant la valuation p-adique sur Q*.
Cet énoncé est évidemment a rapprocher des critéres de Premet et Suprunenko.

8.3 Inverse de la matrice de décomposition

On détermine ici les inverses des matrices de décomposition obtenues dans la
section précédente. Cela nous permet d’améliorer le théoréme 7.26, et on en déduit
également un résultat apparemment nouveau pour SL(2) dans la section suivante.

8.3.1 Notations
Définition 8.15 Sia = > a;p’ avec 0 < a; < p—1 pour tout i et b= b;p’ avec

1>S
0<b; <p-—1 pour tout v et by # 0, on écrit
1. a<1bsiag=---=a,=0 et a; +b; < p pour tout i > s.
2.a<_1bstay=---=as_1=0, as+bs =p et a; + b; < p pour tout i > s.

3. a<bsia<yboua~<_1b.
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On rappelle la définition de M : si G = Sp(2m) on a M = m+ 1, si G =
Spin(2m + 1) on a M = 2m + 2, et si G = Spin(2m) on a M = 2m + 1. Pour
tous 0 < 7,7 < m on introduit les notations suivantes. Si G = Sp(2m), on pose
R=M-retJ=DM-—j, etsi G=Spin(2m + 1) ou Spin(2m) on pose R = M —2r
et J = M — 2j5. Les théorémes 7.26 et 8.5 peuvent alors se reformuler comme suit.
On notera leur ressemblance avec le théoréme 8.3.

Théoréme Soit 0 <r < m.
Si G =Sp(2m), on a chA(w,) = >, chL(w;).

SEC
Si G =Spin(2m +1), on a ch Alwy +8,) = > chL(wy +9Qy).
LEC
Si G = Spin(2m), on a ch A(wy+Q,) = chL(wy+Q;)+ > chL(w_+ Q).
LB g Jgﬁ o

2

Théoréme Soit 0 <r < m.
St G =Sp(2m), on a dimL(w,) = > dimA(w;)— > dimA(wy).
¥—<1R %'<—1R
Si G = Spin(2m + 1) ou G = Spin(2m), on a dim L(w;+Q,) = > dim A(wy+ Q)
J;2R<1R
— >, dimA(wy + ;).

J;R—<,1R

On veut préciser ce dernier théoréme en montrant que les égalités entre les dimen-
sions sont en fait des égalités au niveau des caractéres, modulo quelques précautions
lorsque G = Spin(2m).

Théoréme 8.16 Soit 0 < r < m.
Si G =8p(2m), onachL(w,) = >, chA(w;j))— >  chA(wy).
J;QR-<1R J;QR—<71R
SiG = Spin(2m+1), onach L(w;+9Q,) = >, chA(wi+Q;)— >, chA(wi+ Q).
%-<1R %-<_1R
SiG = Spin(2m), on a ch L(wy+Q,) = >, chA(wy+Q)+ >, chA(w_+ Q)
.I;R <1 R JgR <1 R

— > chA(wy +9Q5)— > chA(w_+9Qy).

<_1 R <_1 R
72R 72R

35— pair 53— impair

Ezemple 8.17 On améliore ici les exemples qui suivent les théorémes 6.1 et 7.26 : si
G =Sp(2m) et r =2, 0n a
[ ch A(wsy) — €° si p divise m,
ch L{w,) = { ch A(ws) sinon.

Pour démontrer que ce dernier théoréme est équivalent au théoréme 8.5, il suffit
de prouver que les matrices associées sont inverses I'une de I'autre. Ceci nous améne
a la définition suivante.
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Définition 8.18 Pour tout entier n, on définit les matrices carrées unipotentes in-
férieures A(n)i<;j<n €t B(n)i<ij<n d’ordre n par

1. A(n)i;=1si 5L <yn+1—4,

2. An);=—-1si 5L <_1n+1—1
3. A(n);; = 0 sinon,

4. B(n);; =1 si % cCn+1-—1j,

5. B(n);; =0 sinon

Remarquons que si A(n); ; ou B(n);; est non nul, 7 et j ont méme parité.
Lemme 8.19 Si on a A(n)~' = B(n) pour tout n, alors le théoréme 8.16 est vrai.

Démonstration. Si G = Sp(2m), A(M) et B(M) sont les matrices associées aux
systémes linéaires donnés par les théorémes 8.5 et 8.16, d’ou le résultat.

Si G = Spin(2m + 1), les matrices des deux systémes linéaires s’obtiennent en ne
gardant que les lignes et les colonnes de numéro impair de A(M) et B(M), et elles
sont donc également inverses l'une de l'autre (puisque si i et j n’ont pas la méme
parité, A(M); ; = B(M);; = 0).

Si G = Spin(2m), rappelons que 7(\je1 + -+« + Apem) = Mg+ — Apém. On
achA(wy + Q) +chA(T(wy +Q,)) = > (chL(wy + Q) + ch L(1(wy + Q5)))
IRy

pour tout r < m, et le méme argument que ci-dessus montre que ces relations
s’inversent pour donner ch L(wy + Q) + ch L(7(wy +,)) = > (chA(wy + Q) +

J—R

3 <1R
chA(T(wy + ) — > (chA(ws + ;) + ch A(T(wy + £2;))). On pose
S1 = chA(wy+9;)+ > chA(w_+Q;)— > chA(wy+9Q;)— > chA(w_+ ),
JZp R EFI g SR JZp SR
So= > chA(T(wy + Q)+ X chA(r(w-+ Q) = > chA(T(wy + Q) -
T SLE g LR p SR
> ch A(T(w- +Q))).
J;R <R
- e J-R

En remarquant que lorsque =5~ est impair, on a j # r et donc 7(w_+€;) = wi +;,
on voit que ch L(wy +$,.)4ch L(7(wy +£,)) = S1+ S, ce qui s’écrit aussi ch L(w, +
Q) —S; =95 —ch L(1(wy +,)). Tous les poids p qui figurent dans le membre de
gauche vérifient p < w4+, et tous les poids i qui figurent dans le membre de droite
vérifient p < 7(wy 4+ ,). Or aucun poids i ne peut vérifier a la fois p < wy + Q. et
1< 7(wy +Q,) : la somme de ses coordonnées dans la base €1, .. ., &, serait a la fois
paire et impaire. On en déduit que ch L(w, 4+€2,) —S; = Sy —ch L(7(wy +Q,)) = 0.
O

108



8.3. INVERSE DE LA MATRICE DE DECOMPOSITION

On peut opérer une derniére réduction. Pour cela, un changement de coordon-
nées est nécessaire. On définit les matrices A(n) et B(n) en posant A(n),, =
AN)nt1-unt1—v €6 B(n)yy = B(N)nt1-unt1-v, autrement dit

A s v—u
L A(n)uy = 1si 5% <1 u,

v—u

2. A(n 5

<_1 U,

* *
A(n+1) = A(n) E ,Bn+1) = B(n) D et par consé-
0 0 ‘ I 0 0 ‘ 1(
*
quent A(n+ 1)B(n+1) = A(n)B(n) :
0 0 ‘ 1(

Ainsi, pour montrer que A(n) et B(n) sont inverses I'une de 'autre, il suffit de
I'établir pour A(n+1) et B(n+1). En particulier il suffit de montrer que, pour tout
n, A(p")~!' = B(p"), ce qui équivaut a A(p")~! = B(p").

8.3.2 Structure fractale

On donne ici la description récursive des matrices A(p") et B(p™), dont on dé-
duit facilement que A(p™)~! = B(p") pour tout n. La justification de cette structure
récursive est ’objet des sections suivantes. Remarquons que la matrice de décom-
position que nous étudion est fortement liée a celle du groupe symétrique pour les
partitions en au plus deux parts (cf. [24]), et la struture fractale de cette derniére
matrice a déja été signalée dans [21]. On peut donner facilement un début d’expli-
cation & cette structure pour la matrice B(p") : d’aprés la proposition 8.1, si on
al <rs<p" lamultiplicité [A(wpn_,) : L(wym_s)] pour le groupe symplectique
Sp(2(p™ — 1)) est égale a la multiplicité [T'(s—1) : A(r—1)] pour SL(2). On a vu, au
cours de la démonstration du théoréme 8.5, que [T'(s—1) : A(r—1)] = 1si %5* C set
[T(s—1) : A(r—1)] = 0sinon. On adonc [T'(s—1) : A(r—1)] = [T'(ps—1) : A(pr—1)],
d’ott [A(wpr—r) + L{wpr—s)] = [Awpn—pr) + L(wpr—ps)].

Introduisons quelques notations. Pour tout n, Id,, est la matrice identité d’ordre
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0 - 0
1

net B, = : - . 0 | est dordre n. Les matrices A(p") et B(p")
0O 1 0 0

satisfont a
1 A(p) = B() = 1d,
—A(p") Epr :
A(p”)Egn
—A(p") Epr
A" EL 0
: —AW") By Ap")

2. A(anrl) —

3. B(pn-i-l) —

: " 0
0 oo oo 0 EpnB(p”) B<pn)

Ezemple 8.20 Pour p = 3 et n = 4, les matrices A(p") et B(p") sont représentées
sur les pages 111 et 112. Seuls y figurent les coefficients non nuls.

Montrons que A(p™)B(p™) = Id,» pour tout n : si A est un anneau non commu-
tatif et =, y, z sont dans A, on a

0 - o0 y 0 - e 0 2y 0 - oo 0
—zz .. : 2y . : 0o :

2 e SO 0 - Lo =
s 0 T T : 0
—us 1 0 -+ 0 zy y 0 - - 0 ay

Si on applique cette remarque a © = A(p"), y = B(p") et z = E;n = 2°, on

obtient que A(p"™)B(p"t!) = Idn+1 si et seulement si A(p™)B(p™) = Idyn, et c'est
évidemment le cas pour n = 1.
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8.3. INVERSE DE LA MATRICE DE DECOMPOSITION

8.3.3 Matrices B’(p”)

Il nous reste a établir la construction de A(p"*') et B(p"*!) a partir de A(p")
et B(p"). 1l est plus commode de raisonner avec les matrices A(p") et B(p"), et on
traite tout d’abord les matrices B(p™) qui ont une structure simple.

On commence par étudier quelques propriétés des couples (u,v) d’entiers relatifs
vérifiant v > 0, —v < w < v et *5* C v . On s’intéresse notamment & la stabilité
de la relation “5* C v sous la symétrie u — —u et sous certaines translations
(u,v) — (u+k, v+ k).

Lemme 8.21 Soient u et v deux entiers tels que —v < u <v. On a 5+ C v si et

seulement siv =1vyg+vip+ - +upt et u=FvgFuvipE--- v 1pF 1 L uph avece
v non nul et 0 < v; < p—1 pour tout i. St on a u > 0, alors “5* C v équivaut a
V=2 +vp+--Fuptetu=tvgtupE- o1 +uph. En particulier,

siv=uvppt etu>0, ona 5+ C v si et seulement siu = v.

Démonstration. Supposons “5* C v et v = vg +vp + -+ + vip® comme dans

I'énoncé. On a donc une partition de {0, ..., k} en deux ensembles X et Y tels que

Lt = ZX vip' et LY = ;/vipi. Comme u = *5* — ¥ on trouve u = £vy £ vp £
S 1€

oo v pPTt £ uph, et siu est positif, on a nécessairement u = +vy Fuvp£ -+

vk_lpk_l + vkpk. La réciproque est claire. O

v—u

5 C v stet

seulement si ”JFT“ Cov. Sip">wv,d>1 et 5* Cw, alors w Cv+dp".

Lemme 8.22 Soient u et v deux entiers tels que —v < u < wv. On a

Démonstration. Sion a a C b, il est clair que b — a C b, ce qui prouve la premiére

assertion. La seconde assertion est immeédiate. O
o --- 0 1 0

On définit la matrice F,, = | o .= - : d’ordre n, on considére la
1 . :
0 -+« «+v - 0

matrice D(p) = Id, et on définit les matrices D(p™), n > 1, par la relation de récur-
rence

D(p") FpD(p") 0 - .- 0
D(p™h) =
0
Fan(p”)
0 0 D"
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On veut montrer que pour tout n, D(p ) = B( ") Ceci équivaut a dire que pour
tout v < p", D(p™)uw # 0 si et seulement si
n.

1. Sin=1et v <p,
d’ott D(p) = B(p).

2. Supposons que D(p") = B(p"), et déterminons les couples (u/,v') tels que
D(p"*™')u . soit non nul. Deux possibilités se présentent :

(a) soit v’ = dp"+uet v =dp"+vavecv < p",0<d<p—1et D(p")y,, # 0,
(b) soit v’ =dp” —uet v =dp"+vavecu <p',v<p"1<d<p-—1et
D(p")uw # 0.

Supposons que D(p"*!), v # 0. Si v < p*, comme 5% C v, le lemme 8.22

o —u!
2
u=dp"+uetv = dp —1—1} et on a bien *=* C v’. On a donc montré que si

D(p"™ )y #0, on a Y% C 0.

La réciproque se déduit du lemme 8.21 : si p" < v/ < p"l et Y=Y “ C v/, on
av =vgt+up+--F+uptetu =xbgtuopEt- £, p" 1—|—vnp et on
pose v = v —v,p", u = (v —v,p") > 0 et d =wv,. On a donc v/ = dp" +v
et v =dp" fuavecl <d<p-—1u<p", v<p"et 5 C v, autrement
dit D(p™)y. # 0. Ceci montre que D(p"*) . # 0. Si v/ < p et Y5% “ c v,
on a évidemment D(p"™1),,» # 0, et enfin si v/ = p"*! et Y5% C v, on a
u=v=(p—1p"+p" et D(p")pmpn #0, dott D(p" ), # 0.

montre que Ccv'.Siv=p" ona u = p on est donc dans le cas ou

8.3.4 Matrices A(p")

On commence la aussi par quelques lemmes sur la relation “5* < w.

Lemme 8.23 Soient 1 <u < v =dp" avec 1 <d <p—1. 5 on a *5* < u, alors
u=n.

Démonstration. On pose z = “5* et u = usp® + - -+ + u,p" avec u, #0et 0 <u; <
p—1pour tout i. On a v =2z4+u =up*+... ou (p —us)p® + ..., ce qui implique
s=mn,2z=(d—u,)p" < (p— u,)p" et enfin z = 0. O

Lemme 8.24 Soit 1 < u < p", u < v < 2p" et 5* < u. S 5% <1 u, on a

@ Ly,

(2p"—v)—u
2

Démonstration. On pose z = 5% et on écrit u = ugp® + -+ + up_1p" ', 2 =

2D 4 A Zaop"t avee ug # 0 et 0 < g, 2; < p— 1 pour tout i. On a 0= —

2

n—1
pt—u—z=(p—us—z)p°+ >, (p — 1 —u; — z)p’. Pour tout i > s, on a
i=s+1
0<p—1l—-w—2z<p—let(p—1—u—2z)+u <p—1,etsiz, =0 (resp.
Zs =D — Usg), alors on a (p — us — z5)p® = (p — us)p® (resp. 0), d’ou le résultat. O
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Lemme 8.25 Soient 1 <wu <w et soit i =+1. Si2p" >wv,d > 1 et *5* <; u, alors

(v+dp™)—(utdp™) n
R < u - dp”

Démonstration. Evidente. O

On définit les matrices C'(p™) par récurrence en posant C(p) = Id, et

C(p")
0 C’(p")szn
C(prt) = : —C(p") Fyn . On veut montrer que
‘ Cp")
: : —C(p") Fpn
pour tout n, C(p") = A(p"). Ceci équivaut a dire que pour tout v < p*, C(p")y = 1

v—u

(resp. —1) si et seulement si *5* <; u (resp. *5* <_1 u), et C(p")y,, = 0 sinon. On
procéde par récurrence sur n.

1. Sin =1, le lemme 8.23 montre qu’on a C(p) = A(p).

2. On suppose que C(p") = fl(p”), et on détermine les couples (u',v') tels que
C(p™™")u . soit non nul. Ils sont de trois formes :

(a) onav =dp"+uetv =dp"+vavecu <v<p"0<d<p-—1et
C"™ v = C(P"uw # 0,

(b) onau =dp"+uetv = (d+2+2e)p”+vavecu <v<p'd>D0,
e>0,0<d+2+2e<p—1et C(p"™)ww =CD")us #0,

(c)omaw =dp"+uetv = (d+2+2)p” —vavecu < v <p'0<
d+2+2e<pet C(p"™ ) =—C(p")uw # 0.

Supposons que C(p" ™), v # 0 et v < p™. Dans les deux premiers cas, & savoir
v =dp" 4+ vouv = (d+ 2+ 2¢e)p” + v, le lemme 8.25 montre que comme
S < u, on a ”15“/ < v Siv = (d+2+2e)p" — v et *5* <; u, il résulte du
lemme 8.24 que ”/;“/ <_; u. On en déduit bien que si C'(p" ™)y = 1 (resp.
—1), on a ”/;“/ =<y u (resp. ”,;“, <_q ). Si C(p"H)ww # 0 et v =7p" on
au=vdaprés 823 et v = dp" +u = dp" +v = v, dou C(p"™)y .y =
C(p")uw =1et v

2

Réciproquement, supposons % <;u' et p" < v’ < p"*. On pose z = ”,;“, =
2ot 2,p", v = vt ", U = gt Funp” avee 0 <z, 0% uh < p—
pour tout j. On a v =« + 2z et en considérant les retenues éventuelles dans
I'addition de u' et 2z, on voit que v, = u), + 2z, ou v, = u, + 2z, + 1.
Si v, = ul, + 2z,, on pose v = v — upp" — 2z,p" et u = u' — u,p", et on
trouve 5% = z — 2,p". Comme z <; v/, on a z — z,p" <; v’ — u,p", ce qui
s'écrit 5% <; w avec u < v < p*, dout C(p")u, = i et C(p" )y, = i. Si
v, =u,+2z,+1, onpose u = v —ul,p" < p"etv=2p"— (v —u,p"—2z,p") <
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p". Remarquons qu’on a nécessairement u’ # ¢’, et le lemme 8.23 implique

que v < p". On a @&v)me zpp" < w — ulp" = wu, et on déduit
du lemme 8.24 que *Z* = w <_; u,avec u < v < p". On a
donc C(p" ™)y = —C(p")uw = —(—z') =i Siv <plet Y5 <; v, ona

C(PY)ww =i, etenfinsiv' = p"*et YS% <, 0/ onau =o' = (p—1)p"+p",
i=1et C(p")pnpn =1, dou C(p"* )u/,v/ = 1.

8.4 Application a SL(2)

On termine cette thése par une jolie application de ce qui précéde aux carac-
téres des modules simples de SL(2). Rappelons que les facteurs de composition des
modules de Weyl de SL(2) ont été décrits par Carter et Cline [8], Deriziotis [11] et
Winter [46]. Nous obtenons tout d’abord une description de ces facteurs exprimée a
I’aide de la relation C. Pour cela nous utilisons le théoréme suivant.

Théoréme 8.26 [/6] Soient r,s >0 et s = s;p" avec 0 < s; < p—1 pour tout i.
Alors [A(r) : L(s)] = 1 si et seulement si il existe un sous-ensemble fini I de N tel
quer => (2p—2—s;)p" + >_ sip".
iel il
Corollaire 8.27 Soient 0 < s <7 <p*—1. On a [A(r) : L(s)] = 1 si et seulement
si 55 C pF—1—s.
k=1
Démonstration. Posons z = % et s = > spavec 0 < s; < p— 1 pour tout i.
i=0
Si z C p¥ — 1 — s, il existe un sous-ensemble I de {0,1,...,k — 1} tel que z =
Sp—1—s;)p',etonar =s+2z=> sp'+> (2p— 2—sz)p d ou [A(r): L(s)] =1

iel igl icl
d’aprés le théoréme précédent. Réciproquement, s’il existe un sous-ensemble fini [

deNtel quer =>(2p—2—s)p'+ > sipl,onaz=> (p—1—s)p' <pF—1,ce
iel il iel
qui implique I C {0,1,...,k— 1} et donc 2 C p* — 1 — s. O
Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la proposition 2.8 de [6].
Baranov et Suprunenko y montrent en effet ’équivalence entre la combinatoire de
Carter et Cline [8] en terme de réflexions admissibles et la combinatoire de la rela-
tion C.
Ce corollaire, associé aux résultats de la section précédente, permet d’exprimer
explicitement ch L(r) comme une somme alternée de caractéres de modules de Weyl.

Proposition 8.28 Soit 0 <retr+1=> a;p" avec 0 < a; < p— 1 pour tout i et

1>5
as # 0. Si on pose J = {>_ cip'|0 < ¢; < a; pour tout i}, on a
i>s
ch L(r ZChA r—2j)— Z ch A(r — 2asp® — 2j).
jeJ j€eJ
r—25>0 r—2agp® —25 >0
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Démonstration. Soit k > 1 tel que r +1 < p* — 1, et posons n = p¥ — 1. Pour
tout 1 < 7" < n,onachA(r' —1) = > B(n)sychL(s — 1) d’aprés le co-
1<s'<r!
rollaire, avec les notations de la section précédente. On en déduit ch L(r' — 1) =
> A(n)yychA(s" — 1) pour tout 1 < ' < n, en particulier pour ' = r + 1.
1<s' <7’
On veut déterminer les s’ tels que s’ = v’ — 25 avec j < p¥ — /. Comme pF — 1/ =
k-1 ,
PP—0+r)=(p-a)p’+ > (p—1—a)p’,onaj < p* — 1 siet seulement
i=s+1
sij € Jetj<pk etj<_;p"—1 sietseulement si j —ap® € Jet j < pr. La
condition j < p* est automatiquement vérifiée si s’ = ' — 2j puisque s’ > 0, et on
a donc la formule annoncée. a
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Soit p un nombre premier et G un groupe classique de type B, C' ou D défini sur la
cloture algébrique K du corps a p éléments (si G est de type B ou D, p est impair).
A T’aide de paires duales de groupes et de modules basculants, on trouve le caractére
de certaines représentations rationnelles irréductibles de G sur K. On obtient tout
d’abord des formules en termes de tableaux semi-standards, non couvertes par la
conjecture de Lusztig. Puis on détermine la dimension et/ou le caractére des repré-
sentations irréductibles de plus haut poids un poids fondamental, ou une somme de
deux poids fondamentaux, suivant GG. On en déduit notamment le comportement
asymptotique de leur dimension, & p fixé, quand le rang du groupe tend vers Uinfini.
On dresse enfin la liste des modules de Weyl simples de plus haut poids un poids
fondamental quand G est un groupe symplectique, ou de plus haut poids la somme
d’un poids fondamental et du plus haut poids de la représentation spin quand G est
un groupe spin.

Title : Character formulae for irreducible representations of classical groups in equal
characteristic

Let p be a prime and G a classical group of type B, C' or D defined over an algebraic
closure K of the finite field with p elements (if the type of G is B or D, p is odd).
Using dual pairs and tilting modules, one can find the character of some irreducible
rational representations of G' over K. One first obtains character formulas expressed
with semi-standard tableaux, outside the validity domain of the Lusztig conjecture.
Then one determines the dimension and/or character of the irreducible representa-
tions whose highest weight is a fundamental weight, or the sum of two fundamental
weights, according to GG. In particular, for a given p, one deduces the asymptotic
behavior of their dimension when the rank of the group is growing towards infinity.
Finally, one gets the simple Weyl modules whose highest weight is a fundamental
weight when G is a symplectic group, or a sum of a fundamental weight and of the
highest weight of the spin representation when G is a spin group.

Discipline : Mathématiques Pures.

Mots-clés : groupes classiques, représentations modulaires irréductibles, modules de
Weyl, caractéres de Brauer, paires duales, modules basculants, formule modulaire
de Verlinde.

Keywords : classical groups, irreducible modular representations, Weyl modules,
Brauer characters, dual pairs, tilting modules, modular Verlinde formula.
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